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第 1 章 序論 
 
1.1 差分格子ボルツマン法 
 数値流体力学(CFD)の計算手法の一つである格子ボルツマン法(LBM)が脚光
をあびている．格子ボルツマン法は格子気体法の発展系として 1988 年に
McNamra らに提案された(1)．その後 Qian らの LBM(2)を皮切りに，現在では差
分法で解くシンプルな差分格子ボルツマン法(FDLBM)(5)や高レイノルズ数流れ
の計算安定性に優れる多緩和時間格子ボルツマン法(27)，PC メモリを節約できる
Lattice Kinetic スキーム(28)など数多くの LBM が開発されている．LBM は開発
設計においても実用的な計算に多く採用されるようになり，今日では CFD の中
でも大きなジャンルとして確立していると言える． 
 通常，流体現象を解析する際には，Navier-Stokes 方程式系や Euler 方程式系
などの流体力学的方程式を差分化した計算モデルを用いて数値解を求める．一
方で，LBM は分子気体力学における支配方程式であるボルツマン方程式を差分
化した計算モデルを用いて流体力学的方程式の解を間接的に求める手法である．
LBM ではボルツマン方程式の左辺の衝突項を線形化した BGK 方程式を用いる
ことが多い．BGK 方程式は 
𝜕𝑓𝑚
𝜕𝑡
+ 𝜉𝑖𝑚
𝜕𝑓𝑚
𝜕𝑥𝑖
= −
1
𝜏
(𝑓𝑚 − 𝑓𝑚
(0)) (1.1) 
と書き表される．ここで，添え字𝑚, 𝑖は離散粒子の番号および直角座標をそれぞ
れ表す．𝑓𝑚はそれぞれ粒子の持つ離散速度に対応する速度分布関数を表す，つ
まり𝑓𝑚はある時刻において，各格子点におけるある速度の粒子がいくつあるか
を表していると言える．𝜏は粒子の衝突の頻度である緩和時間定数を表し，Qian
らの LBM では定数で定義され，多緩和時間 LBM ではマクロ量のモーメントに
よって異なる値を与える．𝑓𝑚
(0)は局所平衡分布関数と呼ばれ，マクスウェル・ボ
ルツマン分布を基にした関数であり，局所的な解として密度，流速(および温度)
から計算される．時間発展を計算するには(1.1)式を離散粒子の数だけ解く．Qian
らの LBM では規則的な格子状を１時間ステップ毎に隣接する格子へ移動する
として粒子法に近い計算を行うが，差分格子ボルツマン法では時間微分および
空間差分をオイラー陽解法や風上差分などの差分式を適応し計算を行うなど，
時間発展計算は各々の LBM で異なる．𝑓𝑚から流体力学的方程式の解であるマク
ロ量は 
𝜌 = ∑ 𝑓𝑚
𝑚𝑚𝑎𝑥
𝑚=0
,         𝜌𝑢𝑖 = ∑ 𝑓𝑚𝜉𝑖𝑚
𝑚𝑚𝑎𝑥
𝑚=0
 (1.2) 
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によって求められる．𝜌は密度，𝜌𝑢𝑖は運動量をそれぞれ表す．流体のエネルギ
ーを表す𝜌(𝑒 + 𝑢𝑘
2/2) はモデルによって定義が異なるため，ここでの紹介は省く．
総和計算はすべての離散粒子に対して足し合わせることを意味している． 
 LBM は上記の運動学的方程式とマクロ量の定義に加えて，流体力学的方程式
の解へと帰着させる手続きが必要である．(1.1)式およびマクスウェル・ボルツ
マン分布を表す局所平衡分布関数には粘性係数𝜇などの流体力学的方程式の重
要なパラメータが含まれていない．したがって，流体力学的方程式における粘
性項などの影響がどのように記述されているかを調べる必要がある．そこで，
𝜏 → 0とした場合の漸近解析を用いた Chapman-Enskog 展開を行う．その結果，
流体力学的方程式を導出することが可能であり，𝜏などの流体力学的なパラメー
タとの重要な関係を得ることができる．例として，一般的に差分格子 LBM では
𝜏と粘性係数𝜇との間に 
𝜏 ∝ 𝜇 (1.3) 
という関係が導かれる．LBM では粘性の影響は𝜏の値を決定することで表すこ
とができる．したがって，Chapman-Enskog 展開により𝜏と𝜇などの流体力学的
なパラメータとの関係を求めることで LBM の定義が完了する． 
 さて，ここで LBM を用いる利点と問題点について述べよう．現在の LBM の
種類は多岐に及ぶため，ここでは Qian らの LBM とそれに類する FDLBM につ
いて言及する． 
LBM は計算アルゴリズムがシンプルであり，プログラミング作成が容易であ
る．(1.1)式で表されるような運動学的方程式は離散計算においては移流項が線
形であるので，差分法で計算する場合では取扱いが非常に簡単になる．非圧縮
流体解析で用いる MAC 法の計算では取扱いが複雑なスタガード格子を用いて
チェッカーボード不安定を回避することが多いが，FDLBM では単純なレギュ
ラー格子でも不安定になるという報告はない． 
加えて，LBM の利点として良く挙げられる特徴の一つが流体音などの微小な
圧力変動を捉えられるという点である．流体音の例としてエオルス音がある．
細い電線に風が吹き付けられると後流ではカルマン渦が発生するが，そのカル
マン渦が二重音源となってヒューという音が発振される．このような音波の変
動は大気圧に比べると微小であり，数値計算では精度を上げて計算する必要が
ある．過去に，円柱を過ぎる流れからエオルス音を捉えた Navier-Stokes 方程
式系の直接計算が報告されている[7]が，4 次精度のルンゲ・クッタ法と 6 次精度
の Pade 型コンパクトスキームを用いて計算がされている．コンパクトスキーム
は比較的簡単に解ける三重対角行列とはいえ計算量は多く，高性能な PC スペッ
クと長い計算時間が要求される．一方，FDLBM では 2 次修正オイラーと単純
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な 3 次精度風上差分法で同程度の解像度でエオルス音の解析ができる報告があ
り(6)，LBM は音波の解析が得意であると言える．今日では LBM は騒音解析の
分野で活用されていることが多い．実際にエクサジャパン(株)の PowerFLOW
と呼ばれる流体ソルバーは LBM を基に開発されており，BMW などの自動車メ
ーカーで空力設計や騒音解析に使用されている．  
一方で，LBM にも様々な問題点がある．一つはいくつかの流体力学的パラメ
ータが設定不可な点である．蔦原らのLBM(2D21V)(5)(29)では，プラントル数𝑃𝑟が
1 に固定されてしまい，なおかつ比熱比𝛾が次元数によって一定値となってしま
う(2 次元では𝛾＝2，3 次元では𝛾＝5/3)という問題がある．これでは，実際に計
算対象として考えられる流体は限られてしまう． 
もう一つの問題点は計算の収束性と非粘性計算の困難であるという点である．
数値計算では安定に計算するため時間ステップの制約がある．例えば，差分法
では CFL 条件や拡散条件とよばれる条件式が著名である．FDLBM にもそれら
に相当する条件式がある． 
∆𝑡
𝜏
≤ 2 (1.4) 
この条件式は反復計算の手法である SOR 法をイメージすると分かりやすい．
BGK方程式の右辺の衝突項を流体力学的方程式を満たすための修正項とすれば，
∆𝑡/𝜏は SOR 法における加速パラメータ𝜔と同様であり，2 を超えてしまうと流
体力学的方程式の解から外れることを意味する．ここで，(1.3)の関係と(1.4)の
安定条件式から𝜇 → 0としようとすれば，∆𝑡 → 0と時間ステップを小さく取らざ
るを得なくなり，収束性は著しく悪くなる．したがって，高 Re 数流れおよび非
粘性流れは計算時間が膨大となり，計算が困難であると言える． 
 現在では，上記の欠点を克服しようと試みた LBM が多数提案されている．次
節では，その一つである蔦原らによる追加項を加えた FDLBM を紹介しよう． 
 
1.2 蔦原らの差分格子ボルツマン法 
 McNamra らの LBM(1)や Qian らの LBM(2)のような初期の格子ボルツマン法
は気体格子法の計算方法を採用しており，規則正しい格子状を離散分子が 1 時
間ステップ毎に隣接する格子に移動するという粒子法に近い計算方法であった．
この計算法はバウンスバック条件などの境界条件を簡単に与えることができる
という利点を持っていたが，格子形状が固定されてしまうため，丸みのある物
体境界などには適応しづらい問題があった． 
 そこで，格子形状と離散分子の速度ベクトルを分離された差分格子ボルツマ
ン法(FDLBM)が提案された．バウンスバック条件を用いる境界条件は適用でき
なくなってしまったが，任意の格子形状で計算できるため，複雑な境界形状を
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持つ物体回りの流れも容易に取り扱えるようになった． 
 計算方法は(1.1)式の時間微分項および空間微分項を差分化して行われる．よ
く用いられるのは多段式ルンゲ・クッタ法と 3 次精度風上差分法の組み合わせ
が挙げられる． 
 FDLBM は複雑形状の解析が容易になったとはいえ，前節の収束性の問題点
は依然として残っている．そこで，蔦原らは新しく BGK 方程式を定義した(5)(29)． 
𝜕𝑓𝑚
𝜕𝑡
+ 𝜉𝑖𝑚
𝜕𝑓𝑚
𝜕𝑥𝑖
− 𝐴𝜉𝑖𝑚
𝜕
𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑚 − 𝑓𝑚
(0)
𝜏
= −
1
𝜏
(𝑓𝑚 − 𝑓𝑚
(0)) (1.5) 
(1.5)式は BGK 方程式に左辺 3 項目を加えたものである．𝐴は任意の定数である．
局所平衡分布関数𝑓𝑚
(0)とマクロ量の定義は追加項のない FDLBM と同様のもの
を使う．流体力学的パラメータとの関係式を導く Chapman-Enskog 展開を行う
と次の関係が得られ，蔦原らの FDLBM の狙いが見えてくる． 
𝜏 − 𝐴 ∝ 𝜇 (1.6) 
(1.3)の関係式と比較すると，𝐴を調整することで𝜏の値を操作できる．すなわち，
𝜇 → 0とした時，𝜏 → 0とする必要がなくなり，∆𝑡を有限な値に設定できること
になり，高 Re 数流れおよび非粘性流れにおいて収束性の悪さを改善した LBM
である．この FDLBM を用いた円柱を過ぎる非粘性遷音速流れの解析や𝑀𝑎＝２
程度の超音速ノズルの計算が報告されている．計算モデルについては付録 A.1
で解説する． 
 
1.3 研究目的 
 LBM は流体力学的方程式を直接解く解法と比べると歴史はまだ浅く，数多く
の問題点を抱えている．しかし，アルゴリズムがシンプルである点および微小
な圧力変動を高解像度で捉えられる利点は魅力的であり，この利点を活かしつ
つ問題点を克服しようとした LBM が数多く提案されている． 
 改良された LBM のほとんどは BGK 方程式を基にしたもので，追加項を加え
たり，離散化粒子を追加したりという方法を採用している．BGK 方程式を基に
するということは Chapman-Enskog 展開の手続きが必要であり，流体力学的パ
ラメータは𝜏の関係式として導かれてしまう．BGK 方程式ではない運動学的方
程式を採用する LBM であれば，Chapman-Enskog 展開を必要とせず，(1.4)の
条件式に制約を受けることがなくなる．つまり，LBM の収束性の悪い問題点を
全く別の形で解決することができると考えた． 
 そこで，2000 年，2002 年により曽根により提案された(12)衝突項を省いた無
衝突型の運動学的方程式を基とした流体力学的方程式へのアプローチに着目し
た．この理論では Chapman-Enskog 展開を必要とせず粘性項や温度拡散項を含
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んだ Chapman-Enskog 型平衡分布関数(28,47)と呼ばれる関数を用いて，NS 方程
式系や Euler 方程式を導いている．加えて，粘性係数𝜇，体積粘性係数𝜇𝛽，およ
び熱伝導率𝜆の 3つの流体力学的パラメータを自由に決定できる定義を有してい
る． 
本研究では，曽根の理論と既存の LBM を組み合わせ，BGK 方程式を基にし
た BGK 型 LBM とは異なる自由分子型運動学的方程式を基にした自由分子型
LBM の開発を行う．蔦原らの FDLBM などの改良モデルとは全く別の方法で，
問題点を改善した新しい LBM としての確立を目指す． 
  
1.4 本論文の構成 
本論文は全 8 章で構成される． 
第 2 章では曽根の自由分子型運動学的方程式を用いた流体力学的方程式への
アプローチについて解説し，自由分子型 LBM で用いる計算手順を新しく定義す
る． 
第 3 章では Qian らの LBM として著名な非熱流体 D2Q9 を自由分子型 LBM
として新しく定義する．2 次元キャビティ流れ，一様流中のパルスの伝搬および
単独円柱まわりの放射音の数値計算を行い，自由分子型 LBM の性能を評価・考
察する． 
第 4 章では，流体力学的パラメータを自由に設定できる熱流体 D1Q7 を開発
した．1 次元非粘性衝撃波管問題の解析を行い，他の衝撃波捕獲法との比較から
性能の評価・考察，安定化手法について記述する． 
第 5 章では，流体力学的パラメータを自由に設定できる熱流体 D2Q19 を開発
した．くさび，円柱および鈍頭物体を過ぎる 2 次元非粘性超音速流れの解析を
行い，性能の評価・考察を行う． 
第 6 章では，流体力学的パラメータを自由に設定できる熱流体 D3Q37 を開発
した．円錐および球を過ぎる 3 次元非粘性超音速流れの解析を行い，性能の評
価・考察を行う． 
第 7 章では，LBM が音波計算に良く用いられることを考慮し，自由分子型
LBM の非熱流体 D2Q9 を用い，複雑形状まわりの放射音解析に応用し，音波予
測計算への可能性を示す．  
 第 8 章では，自由分子型 LBM に関して結言を記す． 
 付録 A では，自由分子型 LBM と関連の深い蔦原の差分格子ボルツマン法と
稲室の Lattice Kinetic Scheme についての計算モデルを示す． 
付録 B では，第 3 章で用いた単独円柱まわりの放射音解析に用いたプログラ
ム(Fortran90)を掲載する．興味があれば，ぜひ計算を行ってほしい． 
 付録 C では，本研究では間に合わなかった 3 次元自由分子型非熱流体
- 6 - 
 
LBM(D3Q15)の数値計算モデルの定義を示しておく． 
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第２章 自由分子型運動学的方程式 
 
2.1 緒言 
 本章では，自由分子型 LBM の基となる自由分子型運動学的方程式用いた流体
力学的方程式へのアプローチについて述べる．その後，非圧縮性 NS 方程式系
に相当する非熱流体モデル，圧縮性 NS 方程式系に相当する熱流体モデルの一
般的な平衡分布関数の定義を示す．そして，BGK 型 LBM とは異なる離散化モ
デルの具体的な計算手順を新たに定義する． 
 
2.2 自由分子型運動学的方程式によるアプローチ 
 2002 年に曽根により，自由分子型運動学的方程式を用いて，流体力学方程式
が導かれた(12)．ここでは，自由分子型LBMの開発に必要な定義を解説する．(2.2)
に自由分子型運動学的方程式を示す． 
 独立変数として直交座標𝑥𝑖，分子速度𝜉𝑖，分子内部エネルギー𝜂
2，時間
𝑡 (𝑖 = 1,2, … ,𝑁)を定義し，それらの従属変数である速度分布関数𝑓(𝑥𝑖, 𝜉𝑖 , 𝜂, 𝑡)を
定義する．マクロ量𝜌𝑟の定義は 
 
𝜌𝑟 = ∫𝛾𝑟𝑓𝑑𝜉1𝑑𝜉2⋯𝑑𝜉𝑁𝑑𝜂 , (2.1) 
となる．ここで，𝛾𝑟(𝑟 = 0, 1, … , 𝑁 + 1)は𝜉𝑘もしくは(𝜉𝑗
2, 𝜂2) で表される関数であ
り，マクロ量を導くために適当に決定される． 
 𝛾0 = 𝛾0(𝜉𝑘), 𝛾𝑖 = 𝛾𝑖(𝜉𝑘), 𝛾𝑁+1 = 𝛾𝑁+1(𝜉𝑗
2, 𝜂2) (𝑖 = 1,2, … ,𝑁), (2.2) 
𝜌𝑟は𝑟 = 0の場合では密度，𝑟 = 𝑖の場合では運動量，𝑟 = 𝑁 + 1ではエネルギーを
意味する．そして，それらにフラックスに対応する𝐻𝑖
𝑟は 
 
𝐻𝑖
𝑟 = ∫𝜉𝑖𝛾𝑟𝑓𝑑𝜉1𝑑𝜉2⋯𝑑𝜉𝑁𝑑𝜂. (2.3) 
となる． 
 次に流体力学的方程式を満足する平衡分布関数を定義しよう．BGK 方程式で
定義されるマクスウェル・ボルツマン分布は局所的に流体力学的方程式を満た
すとされているが，一般的には満足しない．なぜなら，粘性応力項および温度
拡散項などの影響は考慮されていないためである．自由分子型運動学的方程式
を用いたアプローチでは一般的に流体力学的方程式を導くために，マクロ量の
微分項を含む Chapman-Enskog 型の平衡分布関数𝑓𝑐を定義する． 
 𝑓(𝑥𝑖, 𝜉𝑖 , 𝜂, 𝑡) = 𝑓𝑐(𝜌𝑟 , ∇𝜌𝑟 , 𝜉𝑖, 𝜂), (2.4) 
ここで，∇𝜌𝑟はマクロ量の微分および発散を表す．𝑓𝑐が一般的に流体力学的方程
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式を満足するなら，速度分布関数𝑓そのものを𝑓𝑐で置き換えることができる．つ
まり， 
 
𝜌𝑟
𝑐 = ∫𝛾𝑟𝑓𝑐(𝜌𝑟 , ∇𝜌𝑟 , 𝜉𝑖 , 𝜂)𝑑𝜉1𝑑𝜉2⋯𝑑𝜉𝑁𝑑𝜂, (2.5) 
 
𝐻𝑖
𝑟𝑐 = ∫𝜉𝑖𝛾𝑟𝑓𝑐(𝜌𝑟 , 𝛻𝜌𝑟 , 𝜉𝑖, 𝜂)𝑑𝜉1𝑑𝜉2⋯𝑑𝜉𝑁𝑑𝜂
 
 
. (2.6) 
を自然に満たす．ここで，𝜌𝑟
𝑐および𝐻𝑖
𝑟𝑐は連続体近似された流体力学的方程式に
従うものであり，分子気体力学的な振る舞いは記述できない． 
 最後に，平衡分布関数𝑓𝑐を用いて，自由分子型運動学的方程式から流体力学的
方程式を導こう．自由分子型運動学的方程式は 
 𝜕𝑓
𝜕𝑡
+ 𝜉𝑖
𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑖
= 0 (2.7) 
と表される．(2.7)式に𝑓 = 𝑓𝑐を代入し，𝛾𝑟を掛け合わせ，すべての分子速度に対
して積分すると，定義(2.5)，(2.6)より， 
 𝜕𝜌𝑟
𝑐
𝜕𝑡
+
𝜕𝐻𝑖
𝑟𝑐
𝜕𝑥𝑖
= 0 (2.8) 
となる．𝑟 = 0の場合では質量保存則，𝑟 = 𝑖の場合では運動量保存則，𝑟 = 𝑁 + 1で
はエネルギー保存則がそれぞれ導出される．したがって，BGK 方程式は
Chapman-Enskog 展開を用いた漸近解析から流体力学的方程式を導くが，自由
分子型運動学的方程式は積分操作だけで流体力学的方程式を導くことができる． 
次節から，具体的に非圧縮性 NS 方程式系および圧縮性 NS 方程式系を一般的
に満たす平衡分布関数𝑓𝑐について述べる． 
 
2.3 非熱流体モデル 
 ここでは、曽根により示された非圧縮性 NS 方程式系に対応する平衡分布関
数を紹介しよう．LBM では非熱流体モデルと呼ばれる．非圧縮と呼ばないのは，
LBM では非圧縮 NS 方程式系における連続の式を直接導出することができない
からである．したがって，密度変化を考慮に入れた質量保存式を解くことにな
るが，エネルギー保存式については解かないので”非熱”流体モデルとなる．MAC
法などの圧力のポアソン方程式を LBM で解く厳密な非圧縮モデルも考えられ
るが，圧縮性の影響が出ないようにパラメータを選び，非熱流体モデルを計算
する方が手間がかからない． 
 さて，前節の𝛾0を次のように選ぶ． 
 𝛾0 = 1, 𝛾𝑖 = 𝜉𝑖, 𝛾4 = 0 (𝑖 = 1,2,3), (2.9) 
そして，平衡分布関数𝑓𝑐を次のように定義する． 
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𝑓𝑐 =
𝜌
(2𝜋𝑅𝑇)2
exp(−𝜉2) [1 −
𝜇
𝑅𝜌𝑇
(
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗
+
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖
)(𝜉𝑖𝜉𝑗 −
𝜉2
3
𝛿𝑖𝑗) ], (2.10) 
ここで， 
 
𝜉𝑖 =
𝜉𝑖 − 𝑢𝑖
(2𝑅𝑇)1/2
,   𝜉2 = 𝜉𝑖
2 (2.11) 
であり，𝜇は流体力学的な粘性係数を表す．(2.5),(2.6)の定義からマクロ量とそ
のフラックスはガウス積分を用いて， 
 𝜌0 = 𝜌, 𝜌𝑖 = 𝜌𝑢𝑖 , 𝜌4 = 𝜌(3𝑅𝑇 + 𝑢𝑗
2)/2 , (2.12) 
 𝐻𝑖
0 =  𝜌𝑢𝑖 , (2.13) 
 𝐻𝑖
𝑗 =  𝜌(𝑢𝑖𝑢𝑗 + 𝑅𝑇𝛿𝑖𝑗) − 𝜇 [(
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗
+
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖
) −
2
3
𝜕𝑢𝑘
𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑖𝑗] , (2.14) 
 𝐻𝑖
4 =
𝜌𝑢𝑖(5𝑅𝑇 + 𝑢𝑗
2)
2
− 𝜇𝑢𝑗 [(
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗
+
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖
) −
2
3
𝜕𝑢𝑘
𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑖𝑗] . (2.15) 
と導かれる． 
最後に，(2.7)式に𝑓 = 𝑓𝑐として，𝛾𝑟を掛け合わせすべての分子速度に対して積
分を行うと，(2.12)－(2.15)から次の流体力学的方程式を得る． 
 𝜕𝜌
𝜕𝑡
+
𝜕𝜌𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑖
= 0, (2.16) 
 𝜕𝜌𝑢𝑖
𝜕𝑡
+
𝜕𝜌𝑢𝑖𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑗
+
𝜕𝑝
𝜕𝑥𝑖
=
𝜕
𝜕𝑥𝑗
{𝜇 [(
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗
+
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖
) −
2
3
𝜕𝑢𝑘
𝜕𝑥𝑘
]} , (2.17) 
ここで， 
 𝑝 = 𝑝(𝜌). (2.19) 
(2.10)で表される𝑓𝑐から，非熱流体モデルが満たす流体力学的方程式(2.16)式お
よび(2.17)式を導出できる． 
 
2.4 熱流体モデル 
 ここでは、曽根により示されたエネルギー保存を考慮する圧縮性 NS 方程式
系に対応する平衡分布関数を紹介しよう．LBM では熱流体モデルと呼ばれる．
導出方法は前節と同様である． 
 𝛾0を次のように選ぶ 
 𝛾0 = 1, 𝛾𝑖 = 𝜉𝑖 , 𝛾4 = 𝜉𝑗
2 + (𝛼 − 3)𝜂2 (𝑖 = 1,2,3), (2.20) 
そして，平衡分布関数𝑓𝑐を次のように定義する． 
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𝑓𝑐 =
𝜌
(2𝜋𝑅𝑇)2
exp(−𝜉2 − ?̃?2) [1 −
4
5(2𝑅𝑇)1/2
𝜆(𝑇, 𝜌)
𝑅𝜌𝑇
 
𝜕𝑇
𝜕𝑥𝑖
 𝜉𝑖 (𝜉
2 −
5
2
)
−
𝜇(𝑇, 𝜌)
𝑅𝜌𝑇
(
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗
+
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖
)(𝜉𝑖𝜉𝑗 −
𝜉2
3
𝛿𝑖𝑗) 
−
𝜇𝛽(𝑇, 𝜌)
𝑅𝜌𝑇
𝜕𝑢𝑘
𝜕𝑥𝑘
{𝜉2 −
3
𝛼 − 3
?̃?2 −
3
2
(
𝛼 − 4
𝛼 − 3
)}], 
(2.21) 
ここで， 
 
𝜉𝑖 =
𝜉𝑖 − 𝑢𝑖
(2𝑅𝑇)1/2
 ,     ?̃?𝑖 =
𝜂
(2𝑅𝑇)1/2
 ,   𝜉2 = 𝜉𝑖
2. (2.22) 
であり，𝜇(𝑇, 𝜌), 𝜇𝛽(𝑇, 𝜌)および 𝜆(𝑇, 𝜌)はそれぞれ流体力学的な粘性係数，体積
粘性係数および熱伝導係数を表す．(2.5),(2.6)の定義からマクロ量とそのフラッ
クスはガウス積分を用いて， 
 𝜌0 = 𝜌, 𝜌𝑖 = 𝜌𝑢𝑖 , 𝜌4 = 𝜌(𝛼𝑅𝑇 + 𝑢𝑗
2)/2 , (2.23) 
 𝐻0
𝑟 =  𝜌𝑢𝑖, (2.24) 
 
𝐻𝑖
𝑗 =  𝜌(𝑢𝑖𝑢𝑗 + 𝑅𝑇𝛿𝑖𝑗) − 𝜇(𝑇, 𝜌) [(
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗
+
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗
) −
2
3
𝜕𝑢𝑘
𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑖𝑗]
− 𝜇𝛽(𝑇, 𝜌)
𝜕𝑢𝑘
𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑖𝑗  , 
(2.25) 
 
𝐻𝑖
4 =  𝜌𝑢𝑖[(2 + 𝛼)𝑅𝑇 + 𝑢𝑗
2] − 𝜇(𝑇, 𝜌)𝑢𝑗 [(
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗
+
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗
) −
2
3
𝜕𝑢𝑘
𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑖𝑗]
− 𝜇𝛽(𝑇, 𝜌)𝑢𝑖
𝜕𝑢𝑘
𝜕𝑥𝑘
− 𝜆(𝑇, 𝜌)
𝜕𝑇
𝜕𝑥𝑖
 . 
(2.26) 
として導かれる． 
最後に，(2.7)式に𝑓 = 𝑓𝑐として，𝛾𝑟を掛け合わせすべての分子速度に対して積
分を行うと，(2.23)－(2.26)から次の流体力学的方程式を得る． 
 𝜕𝜌
𝜕𝑡
+
𝜕𝜌𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑖
= 0, (2.27) 
 
𝜕𝜌𝑢𝑖
𝜕𝑡
+
𝜕𝜌𝑢𝑖𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖
+
𝜕𝑝
𝜕𝑥𝑖
 
=
𝜕
𝜕𝑥𝑗
[𝜇(𝑇, 𝜌) (
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗
+
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖
−
2
3
𝜕𝑢𝑘
𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑖𝑗)] +
𝜕
𝜕𝑥𝑖
(𝜇𝛽(𝑇, 𝜌)
𝜕𝑢𝑘
𝜕𝑥𝑘
) , 
(2.28) 
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𝜕𝜌 (𝑒 +
𝑢𝑖
2
2 )
𝜕𝑡
+
𝜕𝜌𝑢𝑗 (𝑒 +
𝑢𝑖
2
2 ) + 𝑝𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑗
=
𝜕
𝜕𝑥𝑗
[𝜇(𝑇, 𝜌) (
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗
+
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖
−
2
3
𝜕𝑢𝑘
𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑖𝑗)
+
𝜕
𝜕𝑥𝑖
(𝜇𝛽(𝑇, 𝜌)
𝜕𝑢𝑘
𝜕𝑥𝑘
) +
𝜕
𝜕𝑥𝑗
(𝜆(𝑇, 𝜌)
𝜕𝑇
𝜕𝑥𝑗
)], 
(2.29) 
ここで， 
 𝑝 = 𝑝𝑅𝑇, 𝑒 = 𝛼𝑅𝑇/2. (2.30) 
(2.21)で表される𝑓𝑐から，熱流体モデルが満たす流体力学的方程式(2.27)
式, (2.28)式および(2.29)式を導出できる. 
 
2.5 時間発展時の誤差評価と新しい計算手順 
 前節では，平衡分布関数𝑓𝑐を用いた自由分子型運動学的方程式による流体力学
方程式へのアプローチを解説してきた．しかし，実際には Chapman-Enskog 型
の平衡分布関数を用いた自由分子型運動学的方程式の右辺には有限な値を持つ
項が存在している．数値計算では自由分子型運動学的方程式(2.7)を差分法や他
の離散計算法を用いることになるが，その際，誤差がどのようになるか見積も
る必要がある． 
 次の Chapman-Enskog 型の平衡分布関数を用いた厳密な運動学的方程式が
曽根により示されている． 
 𝜕𝑓𝑐
𝜕𝑡
+ 𝜉𝑖
𝜕𝑓𝑐
𝜕𝑥𝑖
= 𝐽 (2.31) 
ここで，𝐽は有限値を持つ項であり，次の関係を満たす． 
 
∫𝛾𝑟𝐽𝑑𝜉1𝑑𝜉2⋯𝑑𝜉𝑁𝑑𝜂 = 0. (2.32) 
したがって，定常であれば 𝐽は巨視的な流体力学的方程式に影響を及ぼさない．
しかし，非定常な時間発展計算においては，誤差が発生する可能性がある． 
 今，(2.7)式の時間微分項をオイラー陽解法で差分化した半差分式を解くこと
を考えよう．時刻𝑡 = 𝑡𝑛で平衡分布関数𝑓𝑐
𝑛が既知であるとして数値計算を行い，
速度分布関数𝑓𝑛+1を新しく求める．速度分布関数𝑓n+1および厳密解である平衡
分布関数𝑓𝑐
𝑛+1は(2.7)式，(2.31)式に𝑓𝑐
𝑛を用いて，それぞれ 
 
𝑓𝑛+1 = 𝑓𝑐
𝑛 − ∆𝑡𝜉𝑖
𝜕𝑓𝑐
𝑛
𝜕𝑥𝑖
+ 𝑂𝑓
𝑛(∆𝑡2), (2.33) 
 
𝑓𝑐
𝑛+1 = 𝑓𝑐
𝑛 − ∆𝑡𝜉𝑖
𝜕𝑓𝑐
𝑛
𝜕𝑥𝑖
+ ∆𝑡𝐽𝑛 + 𝑂𝑓𝑐
𝑛(∆𝑡2). (2.34) 
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となる．𝑂(∆𝑡2)はオイラー陽解法による誤差項である．速度分布関数𝑓n+1と厳
密解である平衡分布関数𝑓𝑐
𝑛+1の差分式の間では時間幅のオーダーの誤差
(−∆𝑡𝐽𝑛 + 𝑂𝑛(∆𝑡2) − 𝑂𝑐
𝑛(∆𝑡2))を有している．つまり，|𝑓𝑛+1 − 𝑓𝑐
𝑛+1| = 𝑂(Δ𝑡)であ
る．ここからマクロ量に関しての誤差を見積もる．速度分布関数𝑓n+1と平衡分
布関数𝑓𝑐
𝑛+1に関しての (2.1)式，(2.5)式および(2.32)式の定義から， |𝜌𝑟
𝑛+1 −
𝜌𝑟
𝑐𝑛+1| = 0となる．つまり，時刻𝑡 = 𝑡𝑛で平衡分布関数𝑓𝑐
𝑛が既知であれば，時間
幅∆𝑡だけ進める計算では，マクロ量に関しては厳密な運動学的方程式の右辺𝐽を
無視した誤差∆𝑡𝐽𝑛による誤差の影響を受けず，オイラー陽解法による誤差項
𝑂(∆𝑡2)だけが支配的になる． 
  続いて，引き続き時刻𝑡 = 𝑡𝑛+1において，速度分布関数𝑓𝑛+2を新しく求める．
平衡分布関数𝑓𝑐
𝑛+1は未知であるとし，前ステップで求めた𝑓𝑛+1を用いる．速度
分布関数𝑓n+1および厳密解である平衡分布関数𝑓𝑐
𝑛+1は(2.7)式，(2.8)式を用いて，
それぞれ 
 
𝑓𝑛+2 = 𝑓 
𝑛+1 − ∆𝑡𝜉𝑖
𝜕𝑓 
𝑛+1
𝜕𝑥𝑖
+ 𝑂𝑛+1(∆𝑡2) 
          = 𝑓𝑐
𝑛+1 − ∆𝑡𝐽𝑛 + 𝑂𝑛(∆𝑡2) − 𝑂𝑐
𝑛(∆𝑡2) 
−∆𝑡𝜉𝑖
𝜕(𝑓𝑐
𝑛+1 − ∆𝑡𝐽𝑛 +𝑂𝑛(∆𝑡2) − 𝑂𝑐
𝑛(∆𝑡2))
𝜕𝑥𝑖
+ 𝑂𝑛+1(∆𝑡2), 
(2.35) 
 
𝑓𝑐
𝑛+2 = 𝑓𝑐
𝑛+1 − ∆𝑡𝜉𝑖
𝜕𝑓𝑐
𝑛+1
𝜕𝑥𝑖
+ ∆𝑡𝐽𝑛+1 + 𝑂𝐶
𝑛+1(∆𝑡2). (2.36) 
となる．速度分布関数𝑓n+2と厳密解である平衡分布関数𝑓𝑐
𝑛+2の差分式の間では
時間幅のオーダーの誤差(−∆𝑡(𝐽𝑛 + 𝐽𝑛+1) + ∆𝑡  𝜉𝑖 ∂(Δ𝑡𝐽
n +𝑂𝑛(∆𝑡2) − 𝑂𝑐
𝑛(∆𝑡2))/
𝜕𝑥𝑖 + 𝑂
𝑛(∆𝑡2) − 𝑂𝑐
𝑛(∆𝑡2) + 𝑂𝑛+1(∆𝑡2) − 𝑂𝑐
𝑛+1(∆𝑡2) )を有している．つまり，
|𝑓𝑛+2 − 𝑓𝑐
𝑛+2| = 𝑂(∆𝑡)である．ここからマクロ量に関しての誤差を見積もる．速
度分布関数𝑓n+2と平衡分布関数𝑓𝑐
𝑛+2に関しての(2.1)式，(2.5)式および(2.32)式の
定義から，|𝜌𝑟
𝑛+2 − 𝜌𝑟
𝑐𝑛+2| = ∆𝑡2 ∫ 𝛾𝑟𝜉𝑖𝐽
𝑛𝑑𝜉1𝑑𝜉2⋯𝑑𝜉𝑁𝑑𝜂 /𝜕𝑥𝑖 = 𝑂(Δ𝑡
2)が残る．
平衡分布関数𝑓𝑐
 が未知である時刻の計算の場合，マクロ量に関して時間幅の 2
乗のオーダーの誤差で収まるものの，オイラー陽解法の誤差項だけではなく，
厳密な運動学的方程式の右辺𝐽を無視した誤差も支配的に表れる．結果的に時間
発展を続けると流体力学的方程式を逸脱した非物理的な解が得られてしまう． 
そこで，稲室らによる Lattice Kinetic スキーム(28)の計算法を取り入れ，マク
ロ量に関する誤差を小さく保つ計算方法を定義しよう．時刻𝑡 = 𝑡𝑛において，平
衡分布関数𝑓𝑐
 𝑛が既知である場合，次時刻ではマクロ量𝜌𝑟
𝑛+1に関しての誤差は発
生しないことが分かっている．そこで，次時刻のマクロ量から新しく平衡分布
関数𝑓𝑐
 𝑛+1を計算することで，常に平衡分布関数𝑓𝑐
  を既知とすることができる．
次の時間ステップでは速度分布関数𝑓𝑛+1をマクロ量から求めた平衡分布関数
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𝑓𝑐
𝑛+1に置き換えて，常に式(2.33)の計算を行う．この操作により，時間発展を続
けても，流体力学的方程式からの逸脱を防ぐことができる． 
上記ではオイラー陽解法による半差分式で示したが，多段階ルンゲ・クッタ法
で計算する場合は，予測段階の計算でも，その都度マクロ量と平衡分布関数を
計算する． 
具体的な計算フローを示そう．以下 1-3.の操作の繰り返しにより時間発展を
行う．フローチャートを Fig.2.1 に示す． 
 
 
1. 任意の時刻𝑡 = 𝑡𝑛における流れ場の密度𝜌𝑛 ，流速𝒖𝑖
𝑛，温度𝑇𝑛 ,粘性応力項τ𝑖𝑗
n
および温度拡散項λ𝜕𝑇 
n/𝜕𝑥𝑖などから平衡分布関数𝑓𝑐
𝑛 を計算する． 
 
2. 𝑓 = 𝑓𝑐  を(2.8) 式に代入した自由分子型運動学的方程式を差分法により解き，
時間発展後の速度分布関数𝑓𝑛+1を求める．  
 
3. 求 め た 𝑓𝑛+1 か ら ， (2.5),(2.6) に 類 す る 定 義 か ら 新 し い マ ク ロ 量
𝜌𝑛+1, 𝑢𝑖
𝑛+1, 𝑇𝑛+1 を計算する．操作 1 に戻る． 
 
ここで，この計算方法の利点に言及しよう．通常，BGK 型 LBM では次時刻の
速度分布関数，現時刻の速度分布関数および局所平衡分布関数の計 3 つの関数
を時間発展計算に要する．一方，自由分子型 LBM は現時刻の平衡分布関数と次
時刻の速度分布関数の計 2 つの関数で済む．したがって，離散分子速度×格子
点数の数だけ PC メモリを削減できるため，大規模格子の計算の場合では，自由
分子型 LBM は BGK 型 LBM に比べて，PC メモリの必須量を小さく出来ると
いう点で有利である． 
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Start 
 
Input (ρ0, 𝑝0, 𝑇0, 𝑈∞)  
Calculation 𝑓 
𝑛+1 from free-molecular type kinetic equation 
Calculation 𝑓𝑐
𝑛 from 𝜌𝑛, 𝑝𝑛, 𝑇𝑛, 𝒖𝑛,𝜕𝑢𝑛/𝜕𝑥,𝜕𝑇𝑛/𝜕𝑥,etc. 
Boundary condition 
 Calculation 𝜌𝑛+1, 𝑝𝑛+1, 𝑇𝑛+1, 𝒖𝑛+1 from 𝑓 
𝑛+1 
Output? 
Output data 
Continue? 
End 
yes 
yes 
no 
no 
Fig.2.1 Flowchart. 
𝑛 + 1 → 𝑛 
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第 3 章 自由分子型非熱流体 2 次元 LBM(D2Q9) 
 
 
3.1 緒言 
 第 2 章では，自由分子運動学的方程式を用いた流体力学的方程式へのアプロ
ーチについて解説し，BGK 型 LBM とは異なる計算方法を定義した．BGK 型
LBM では高 Re 数流れでは，時間ステップを小さくしなければいけない制約が
あるが，新しく定義した自由分子型運動学的方程式を用いた自由分子型 LBM で
は，その問題点が解消されていると期待される．本章では，Qian らの LBM(2)
である D2Q9 を基に自由分子型非熱流体 LBM の構築を行う．そして，自由分
子型 LBM と BGK 型 LBM の性能比較を行うため，2 次元キャビティ流れにつ
いて数値計算を行い，時間ステップ幅に関して評価・考察を行う．また，LBM
が良く用いられる音波解析では非粘性 Euler 方程式系で表される問題が多い．
非粘性流れ解析および音波計算の適正を見るため，一様流における音波の伝搬
計算および単独円柱周りの放射音解析を行う． 
 
3.2 D2Q9 
 自由分子型非熱流体LBMをBGK型LBMであるD2Q9から新しく開発する．
この節では基となる差分法で解く D2Q9 について紹介する．D2Q9 は第 1 章で
述べた高 Re 数流れに近づくほど時間ステップ幅を小さくしなければならない
という問題点を持ってはいるが，離散粒子の数が 9 個と比較的少なく，アルゴ
リズムのシンプルさも相まって，よく使われるモデルである． 
 初めに D2Q9 が満たす直交座標系無次元 2 次元圧縮性 NS 方程式を示す． 
 𝜕𝜌∗
𝜕𝑡∗
+
𝜕𝜌∗𝑀𝑎𝑖
 
𝜕𝑥𝑖
∗ = 0, (3.1) 
 𝜕𝜌∗𝑀𝑎𝑖
𝜕𝑡∗
+
𝜕𝜌∗𝑀𝑎𝑖
 𝑀𝑎𝑗
 
𝜕𝑥𝑗
∗ +
𝜕𝑝∗
𝜕𝑥𝑖
∗ =
𝜕
𝜕𝑥𝑗
∗ [
1
𝑅𝑒𝑐
(
𝜕𝑀𝑎𝑖
 
𝜕𝑥𝑗
∗ +
𝜕𝑀𝑎𝑗
 
𝜕𝑥𝑖
∗ )], (3.2) 
ここで，𝜌∗ = 𝜌/𝜌0 ,𝑝
∗ = 𝑝/𝜌0𝑐0
2，𝑥𝑖
∗ = 𝑥𝑖/𝐿0，𝑡
∗ = 𝑡𝑐0/𝐿0 , 𝑀𝑎 = 𝑢0/𝑐0および
𝑅𝑒𝑐 = 𝜌0𝑐0𝐿0/𝜇である．また，代表速度𝑢0で無次元化したレイノルズ数𝑅𝑒 を音
速で無次元化したレイノルズ数𝑅𝑒𝑐で表すと，𝑅𝑒 = 𝑢0𝑅𝑒𝑐/𝑐0となる．非熱流体
LBM はエネルギー式を省いた圧縮性 NS 方程式になり，弱い圧縮性を表現でき
るが，完全な非圧縮性 NS 方程式ではない． 
差分法で解く D2Q9 で用いる運動学的方程式は離散 BGK 方程式と呼ばれる
以下の式である． 
 𝜕𝑓𝑚
∗
𝜕𝑡∗
+ 𝜉𝑖𝑚
∗ 𝜕𝑓𝑚
∗
𝜕𝑥𝑖
∗ = −
1
𝜏∗
(𝑓𝑚
∗ − 𝑓𝑚
(0)∗) (3.3) 
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ここで，𝑓𝑚
∗，𝑓𝑚
(0)∗, 𝜉𝑖𝑚
∗ ,𝜏∗, 𝑚はそれぞれ，速度分布関数，局所平衡分布関数，離
散粒子速度，緩和時間係数，離散粒子の個数を表す．D2Q9 では離散粒子は９つ
である． 
 D2Q9 の無次元局所平衡分布関数は  
 
𝑓𝑚
(0)∗ = 𝐸𝑚𝜌
∗ (1 + 𝜉𝑖𝑚
∗ 𝑀𝑎𝑖 +
1
2
𝜉𝑖𝑚
∗ 𝑀𝑎𝑖𝜉𝑗𝑚
∗ 𝑀𝑎𝑖 −
1
2
𝑀𝑎𝑘
2) 
 (𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1,2) 
(3.4) 
 𝐸0 =
4
9
,   𝐸1 = 𝐸2 = 𝐸3 = 𝐸4 =
1
9
,   𝐸5 = 𝐸6 = 𝐸7 = 𝐸8 =
1
36
  
である．ここで，𝑓𝑚
(0)∗ = 𝑓𝑚
(0) /𝜌0，および𝜉𝑖𝑚
∗ = 𝜉𝑖𝑚
 /𝑐0である． 
離散速度分布は Table3.1 および Fig.3.1 に示す．次にマクロ量は 
 
𝜌∗ = ∑ 𝑓𝑚
∗
8
𝑚=0
 (3.5) 
 
𝜌∗𝑀𝑎𝑖 = ∑ 𝑓𝑚
∗𝜉𝑖𝑚
∗
8
𝑚=0
 (3.6) 
と定義される．ここで，𝑓𝑚
 ∗ = 𝑓𝑚
  /𝜌0である．差分法で解く無次元化した BGK
方程式(1.1)において，Chapman-Enskog 展開を実行すると，圧力と粘性係数に
関して次の関係式が得られる． 
 𝑝∗ = 𝜌∗𝑐0
∗2 (3.7) 
 1
𝑅𝑒𝐶
= 𝜏∗ (3.8) 
ここで，𝑐0
∗ = 𝑐0/𝑐0 = 1, 𝜏
∗ = 𝜏𝐿0/𝑐0であり，𝑅𝑒𝐶は音速に対するレイノルズ数で
ある． 
非圧縮性流体解析へと用いるには強い圧縮性効果が表れないように𝑀𝑎 ≤ 0.3程
度に小さくした方がよい． 
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Fig 3.1 discrete particle distribution for D2Q9 
 
 
Table 3.1 discrete velocity distribution for D2Q9 
m 0 1 2 3 4 5 6 7 8 
ξ1m
∗   0 √3 0 -√3 0 √3 -√3 -√3 √3 
ξ2m
∗  0 0 √3 0 -√3 √3 √3 -√3 -√3 
 
3.3 自由分子 D2Q9 
 前節では D2Q9 を紹介した．これから D2Q9 を第 2 章の曽根の自由分子型運
動学的方程式の理論を基に自由分子型 LBM へと書き換えをしよう． 
まず，自由分子型 LBM で解く方程式は自由分子型方程式である． 
 𝜕𝑓𝑚
∗
𝜕𝑡∗
+ 𝜉𝑖
∗ 𝜕𝑓𝑚
∗
𝜕𝑥𝑖
∗ = 0 (3.9) 
(3.4)で示した局所平衡分布関数はマクスウェル・ボルツマン分布から導出さ
れたものであるので，この関数に粘性応力項を付加し，Chapman-Enskog 型の
平衡分布関数として新たに定義しよう． 
 粘性応力項を 
 
𝑃𝑖𝑗
′ ∗ = −
1
𝑅𝑒𝑐
(
𝜕𝑀𝑎𝑖
𝜕𝑥𝑗
∗ +
𝜕𝑀𝑎𝑗
𝜕𝑥𝑖
∗ −
2
3
𝜕𝑀𝑎𝑘
𝜕𝑥𝑘
∗ 𝛿𝑖𝑗) (3.10) 
として，(3.4)を次のように書き換える． 
 𝑓𝑚
𝑐∗ = 𝐸𝑚𝜌
∗ (1 + 𝜉𝑖𝑚
∗ 𝑀𝑎𝑖 +
1
2
[𝑀𝑎𝑖𝑀𝑎𝑗 + 𝑃𝑖𝑗
′ ]𝜉𝑖𝑚
∗ 𝜉𝑗𝑚
∗ −
1
2
𝑀𝑎𝑘
2) (3.11) 
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 𝐸0 =
4
9
,   𝐸1 = 𝐸2 = 𝐸3 = 𝐸4 =
1
9
,   𝐸5 = 𝐸6 = 𝐸7 = 𝐸8 =
1
36
  
ここで，𝑓𝑚
𝑐∗ = 𝑓𝑚
𝑐  /𝜌0である． 
離散粒子速度は D2Q9 と同じもの(Table3.1,Fig3.1)を使用する．𝑓𝑚
𝑐∗(3.11)は，
2.3 節より次のマクロ量とそのフラックスの定義を満たす． 
 
𝜌∗ = ∑ 𝑓𝑚
𝑐∗
8
𝑚=0
 (3.12) 
 
𝜌∗𝑀𝑎𝑖 = ∑ 𝑓𝑚
𝑐∗𝜉𝑖𝑚
∗
8
𝑚=0
 (3.13) 
 
𝜌𝑀𝑎𝑖𝑀𝑎𝑗 + 𝑝
∗𝛿𝑖𝑗 + 𝑃𝑖𝑗
′ ∗ = ∑ 𝑓𝑚
𝑐∗𝜉𝑖𝑚
∗ 𝜉𝑗𝑚
∗
8
𝑚=0
 (3.14) 
Chapman-Enskog型の平衡分布関数は積分操作だけで流体力学的方程式を導出
できるので，2.3 節を参考に計算すると次式を得る． 
 
𝜕𝜌∗
𝜕𝑡∗
+
𝜕𝜌∗𝑀𝑎𝑖
𝜕𝑥𝑖
∗ = 0, (3.15) 
 
𝜕𝜌∗𝑀𝑎𝑖
𝜕𝑡∗
+
𝜕𝜌∗𝑀𝑎𝑖𝑀𝑎𝑗
𝜕𝑥𝑗
∗ +
𝜕𝑝∗
𝜕𝑥𝑖
∗
=
𝜕
𝜕𝑥𝑗
∗ [
1
𝑅𝑒𝑐
(
𝜕𝑀𝑎𝑖
𝜕𝑥𝑗
∗ +
𝜕𝑀𝑎𝑗
𝜕𝑥𝑖
∗ −
2
3
𝜕𝑀𝑎𝑘
𝜕𝑥𝑘
∗ )] , 
(3.16) 
圧力と密度の関係式は，(3.7)同様であり， 
 𝑝∗ = 𝜌∗𝑐0
∗2 (3.17) 
したがって，Chapman-Enskog 型の平衡分布関数の定義により，(3.5)式の𝑅𝑒cお
よび 𝑅𝑒 と𝜏
∗の関係式を必要としなくなった結果，(1.4)式の時間ステップの制約
を受けなくなり高 Re 数流れに置いて時間ステップを大きく取ることができる
はずである．次節以降，上記の無次元化を施しているが，アスタリスク(*)を省
いて記述する． 
 
3.3.1 差分法 
 本研究では，差分法を用いた LBM である FDLBM を取り扱っているため，
差分計算法を選ぶ必要がある．本章の計算では，時間微分についてはオイラー
陽解法を，空間微分については 3 次精度風上差分法を採用する． 
 オイラー陽解法について説明する．オイラー陽解法は時間微分の一番簡単な
差分化である．テイラー展開を行うと，計算誤差は速度分布関数に関して𝑂(𝛥𝑡2)
- 19 - 
 
程度である．現在の分布関数を𝑓𝑛 ，1 タイムステップ後の分布関数を𝑓𝑛+1 とす
ると，  
 
𝑓𝑛+1 = 𝑓𝑐
𝑛 − 𝛥𝑡 ∙ 𝜉𝑖
𝜕𝑓𝑐
𝑛
𝜕𝑥𝑖
 (3.18) 
となる．BGK 型 D2Q9 では右辺に衝突項が加わる． 
 3.6 節の単独円柱まわりの放射音解析では修正オイラー法を用いる．修正オイ
ラー法は予測と修正の 2 段階の計算を行う．計算誤差は速度分布関数に関して
𝑂(𝛥𝑡3)程度である．現在の分布関数を𝑓𝑐
𝑛 ，予測段階の分布関数を𝑓  , 𝑓𝑐
 ,および 1
タイムステップ後の分布関数を𝑓𝑛+1 とすると， 
 
𝑓  = 𝑓𝑐
𝑛 − 𝛥𝑡 ∙ 𝜉𝑖
𝜕𝑓𝑐
𝑛
𝜕𝑥𝑖
 (3.19) 
 
𝑓𝑛+1 = 𝑓𝑐
𝑛 − 0.5𝛥𝑡𝜉𝑖 (
𝜕𝑓𝑐
𝑛
𝜕𝑥𝑖
+
𝜕𝑓𝑐
 
𝜕𝑥𝑖
) (3.20) 
となる．式(3.18)を解き，𝑓  を求めたあと，(3.12)および(3.13)から予測段階のマ
クロ量を求め，(3.11)から𝑓𝑐
 ,を計算する．その後，式(3.20)を解く． 
次に，3 次風上差分法について説明する. 計算誤差は空間微分項に関して
𝑂(𝛥𝑥3)程度である. 2 次元計算における 3 次精度風上差分法は諸量𝑓(𝑥, 𝑦)に関し
て，次のように表される．ただし，𝜉𝑥, 𝜉𝑦はそれぞれ離散分子速度のデカルト系
における𝑥, 𝑦 方向成分を表している． 
 
𝜉𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑥
= {
𝜉𝑥
𝑓(𝑥 − 2∆𝑥, 𝑦) − 6𝑓(𝑥 − ∆𝑥, 𝑦) + 3𝑓(𝑥, 𝑦) + 2𝑓(𝑥 + ∆𝑥, 𝑦)
6∆𝑥
      (𝜉𝑥 > 0)  
𝜉𝑥
−𝑓(𝑥 + 2∆𝑥, 𝑦) + 6𝑓(𝑥 + ∆𝑥, 𝑦) − 3𝑓(𝑥, 𝑦) − 2𝑓(𝑥 − ∆𝑥, 𝑦)
6∆𝑥
    (𝜉𝑥 < 0)
 (3.21) 
 
𝜉𝑦
𝜕𝑓
𝜕𝑦
=
{
 
 
 
 𝜉𝑦
𝑓(𝑥, 𝑦 − 2Δ𝑦) − 6𝑓(𝑥, 𝑦 − Δ𝑦) + 3𝑓(𝑥, 𝑦) + 2𝑓(𝑥, 𝑦 + Δ𝑦)
6∆𝑦
      (𝜉𝑦 > 0)  
𝜉𝑦
−𝑓(𝑥, 𝑦 + 2Δ𝑦) + 6𝑓(𝑥, 𝑦 + Δ𝑦) − 3𝑓(𝑥, 𝑦) − 2𝑓(𝑥, 𝑦 − Δ𝑦)
6∆𝑦
    (𝜉𝑦 < 0)
 (3.22) 
式(3.21),(3.22)では離散分子速度の方向によって風上判定を行い，その方向に適
した風上差分法を行わなければならない．その為，場合分けでの計算負荷が多
くかかってしまう．したがって，プログラム上での計算では風上判定を埋め込
んだ次の式において計算を行う． 
𝜉𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑥
= 𝜉𝑥
−𝑓(𝑥 + 2Δ𝑥, 𝑦) + 8(𝑓(𝑥 + Δ𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥 − Δ𝑥, 𝑦)) − 𝑓(𝑥 − 2Δ𝑥, 𝑦)
12Δ𝑥
 
+
|𝜉𝑥|(Δ𝑥)
3
12
∙
𝑓(𝑥 − 2Δ𝑥, 𝑦) − 4𝑓(𝑥 − Δ𝑥, 𝑦) + 6𝑓(𝑥, 𝑦) − 4𝑓(𝑥 + Δ𝑥, 𝑦) + 𝑓(𝑥 + 2Δ𝑥, 𝑦)
(Δ𝑥)4
 
(3.23) 
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𝜉𝑦
𝜕𝑓
𝜕𝑦
= 𝜉𝑦
−𝑓(𝑥, 𝑦 + 2Δ𝑦) + 8(𝑓(𝑥, 𝑦 + Δ𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦 − Δ𝑦)) − 𝑓(𝑥, 𝑦 − 2Δ𝑦)
12Δ𝑦
 
+
|𝜉𝑦|(Δ𝑦)
3
12
∙
𝑓(𝑥, 𝑦 − 2Δ𝑦) − 4𝑓(𝑥, 𝑦 − Δ𝑦) + 6𝑓(𝑥, 𝑦) − 4𝑓(𝑥, 𝑦 + Δ𝑦) + 𝑓(𝑥, 𝑦 + 2Δ𝑦)
(Δ𝑦)4
 
(3.24) 
 3.6 節の単独円柱まわりの放射音解析では Rai，Moin らの 5 次精度風上差分
法[35]を用いる．計算誤差は空間微分項に関して空間幅の(𝛥𝑥5)程度である．2 次
元計算における 5 次精度風上差分法は諸量𝑓(𝑥, 𝑦)に関して，次のように表され
る．ただし，𝜉𝑥, 𝜉𝑦はそれぞれ離散分子速度の𝑥, 𝑦 方向成分を表している． 
 
𝜉𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑥
= 𝜉𝑥
𝑓(𝑥 + 3Δ𝑥, 𝑦) − 9𝑓(𝑥 + 2Δ𝑥, 𝑦) + 45𝑓(𝑥 + Δ𝑥, 𝑦) − 45𝑓(𝑥 − Δ𝑥, 𝑦) − 9𝑓(𝑥 − 2Δ𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥 − 3Δ𝑥, 𝑦)
60Δ𝑥
 
+|𝜉𝑥|(Δ𝑥)
3
∙
𝑓(𝑥 + 3Δ𝑥, 𝑦) − 6𝑓(𝑥 + 2Δ𝑥, 𝑦) + 15𝑓(𝑥 + ∆𝑥, 𝑦) − 20𝑓(𝑥, 𝑦) + 15𝑓(𝑥 − ∆𝑥, 𝑦) − 6𝑓(𝑥 − 2Δ𝑥, 𝑦) + 𝑓(𝑥 − 3Δ𝑥, 𝑦)
60(Δ𝑥)4
 
(3.25) 
 
𝜉𝑦
𝜕𝑓
𝜕𝑦
= 𝜉𝑦
𝑓(𝑥, 𝑦 + 3Δ𝑦) − 9𝑓(𝑥, 𝑦 + 2Δ𝑦) + 45𝑓(𝑥, 𝑦 + Δ𝑦) − 45𝑓(𝑥, 𝑦 − Δ𝑦) − 9𝑓(𝑥, 𝑦 − 2Δ𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦 − 3Δy)
60Δ𝑦
 
+|𝜉𝑦|(Δy)
3
∙
𝑓(𝑥, 𝑦 + 3Δ𝑦) − 6𝑓(𝑥, 𝑦 + 2Δy) + 15𝑓(𝑥, 𝑦 + ∆𝑦) − 20𝑓(𝑥, 𝑦) + 15𝑓(𝑥, 𝑦 − ∆𝑦) − 6𝑓(𝑥, 𝑦 − 2Δ𝑦) + 𝑓(𝑥, 𝑦 − 3Δ𝑦)
60(Δ𝑦)4
 
(3.26) 
 
3.3.2 境界条件 
 自由分子型 D2Q9 の計算では密度と速度に対して境界条件を課す．2 次元キ
ャビティ流れの計算では，壁面で粘着条件を与える．パルスの伝搬計算及び単
独円柱まわりの放射音解析では法線方向速度を 0 とするすべり条件を与える．
密度に関しては，壁面において法線方向に対しての密度の変化量が 0 という条
件を与える．境界条件満たしつつ計算を行えるように，壁面の外側に外部境界
を 1 点設けることにする． 
 粘着条件について外部境界の与え方を Fig.3.2 に図示した．𝜂, 𝑡はそれぞれ壁
面境界から見た法線方向，接線方向を表す．添え字𝑤は壁面境界上を表し，𝑤 + 1
は壁面境界から 1 つ手前の点を表す．まず外部境界の密度は壁面境界を対称面
として𝜌𝑤+1とすると，法線方向に対して密度の変化量を 0 とできる(𝜕𝜌/𝜕𝜂 = 0)．
法線方向速度𝑢𝜂および接線方向速度𝑢𝑡に対しては壁面境界上で𝑢𝜂𝑤 = 𝑢𝑡𝑤 = 0を
与え外部境界には−𝑢𝜂𝑤+1,  −𝑢𝑡𝑤+1を与える．法線方向速度および接線方向速度を
壁面に対して反対称にすることで，直線補完でそれぞれが 0になるようにした．
外部境界を 1 点取ったが，壁面境界上ではデータ点数の不足により，3 次精度風
上差分や 5 次精度風上差分を実行できない．外部境界の点を増やすこともでき
るが，安定性を優先して壁面境界上では 1 次風上差分法で計算を行った．5 次精
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度風上差分法の場合は壁面境界から 1 つ手前の点では 3 次精度風上差分法，壁
面境界上で 1 次風上差分法とした． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
Fig.3.2 No-slip Boundary and Outer Boundary 
 
 
すべり条件について外部境界の与え方を Fig.3.3 に図示した．𝜂, 𝑡および添え
字𝑤は粘着条件の場合と同様である．まず外部境界の密度は粘着条件の時と同様
で，壁面境界を対称面として𝜌𝑤+1とすると，法線方向に対して密度の変化量を 0
とできる(𝜕𝜌/𝜕𝜂 = 0)．法線方向速度𝑢𝜂および接線方向速度𝑢𝑡に対しては𝑢𝜂𝑤 , 𝑢𝑡𝑤
に関しては直接条件を課さず，外部境界に−𝑢𝜂𝑤+1,  𝑢𝑡𝑤+1を与える．接線方向に対し
ては壁面に対して対称的に，法線方向に対しては反対称にすることで，直線補
完で法線方向速度を 0 になるようにした．壁面境界上での差分計算の方法は粘
着条件の場合と同様である． 
 
 
 
 
 
 
 
𝜌𝑤+1, 𝑢𝜂𝑤+1, 𝑢𝑡𝑤+1 
𝜌𝑤+1, −𝑢𝜂𝑤+1, −𝑢𝑡𝑤+1 
𝜂 
𝑡 
𝜌𝑤 , 𝑢𝜂𝑤 = 𝑢𝑡𝑤 = 0 
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Fig.3.3 Slip Boundary and Outer Boundary 
 
3.3.3 座標変換 
 本研究で用いる計算モデルは直交座標系で表されている．不等間隔な格子お
よび曲面を有する格子を用いた流れの解析を行う際，物理空間内で定義された
計算領域を，格子間隔 1 の長方形および正方形計算空間に写像し，その計算空
間内の等間隔直交座標上で数値計算を行う(18)．以下に物理空間から計算空間へ
の座標変換の概要を示す． 
 物理空間(𝑥, 𝑦, 𝑧)を等間隔直交座標で示した計算空間(𝜉, 𝜂, 𝜁)に座標変換を行う． 
物理空間から計算空間への写像関係式は次式で表される． 
 
{
𝜉 = 𝜉(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜂 = 𝜂(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜁 = 𝜁(𝑥, 𝑦, 𝑧)
 (3.27) 
(3.27)式の変換は連鎖則により次のようになる． 
 
(
 
 
 
 
𝜕
𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦
𝜕
𝜕𝑧)
 
 
 
 
=
(
 
 
 
 
𝜕𝜉
𝜕𝑥
𝜕𝜂
𝜕𝑥
𝜕𝜁
𝜕𝑥
𝜕𝜉
𝜕𝑦
𝜕𝜂
𝜕𝑦
𝜕𝜁
𝜕𝑦
𝜕𝜉
𝜕𝑧
𝜕𝜂
𝜕𝑧
𝜕𝜁
𝜕𝑧)
 
 
 
 
(
 
 
 
 
𝜕
𝜕𝜉
𝜕
𝜕𝜂
𝜕
𝜕𝜁)
 
 
 
 
 (3.28) 
 また移流項が次式で表されるとしよう． 
 
𝜉𝑖
𝜕
𝜕𝑥𝑖
= 𝜉𝑥
𝜕
𝜕𝑥
+ 𝜉𝑦
𝜕
𝜕𝑦
+ 𝜉𝑧
𝜕
𝜕𝑧
   (3.29) 
(3.29)式に(3.28)を適用すると次式が得られる． 
 
𝜌𝑤+1, 𝑢𝜂𝑤+1, 𝑢𝑡𝑤+1 
𝜌𝑤+1, −𝑢𝜂𝑤+1, 𝑢𝑡𝑤+1 
𝜂 
𝑡 𝜌𝑤 , 𝑢𝜂𝑤 , 𝑢𝑡𝑤 
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𝜉𝑖
𝜕
𝜕𝑥𝑖
= 𝜉𝑥 (
𝜕𝜉
𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝜉
+
𝜕𝜂
𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝜂
+
𝜕𝜁
𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝜁
)     
    + 𝜉𝑦 (
𝜕𝜉
𝜕𝑦
𝜕
𝜕𝜉
+
𝜕𝜂
𝜕𝑦
𝜕
𝜕𝜂
+
𝜕𝜁
𝜕𝑦
𝜕
𝜕𝜁
)
+ 𝜉𝑧 (
𝜕𝜉
𝜕𝑧
𝜕
𝜕𝜉
+
𝜕𝜂
𝜕𝑧
𝜕
𝜕𝜂
+
𝜕𝜁
𝜕𝑧
𝜕
𝜕𝜁
) 
(3.30) 
ここで，(3.29)式を計算空間内で解くにはマトリクス関係式(ξx, 𝜉𝑦 , 𝜉𝑧 , 𝜂𝑥, 𝜂𝑦, 𝜂𝑧 , 
𝜁𝑥 , 𝜁𝑦, 𝜁𝑧) の具体的な値が必要となってくるが，これらを解析的に求めるのは困
難である．したがって，これらを物理空間上の格子点(𝑥, 𝑦, 𝑧)の座標値から差分
式を用いてマトリクス関係式を数値的に求める．以下にその導出過程を示す．
(3.28)式の(𝑥, 𝑦, 𝑧)と(𝜉, 𝜂, 𝜁) を入れ替えると以下のようになる． 
 
(
 
 
 
 
𝜕
𝜕𝜉
𝜕
𝜕𝜂
𝜕
𝜕𝜁)
 
 
 
 
=
(
 
 
 
 
𝜕𝑥
𝜕𝜉
𝜕𝑦
𝜕𝜉
𝜕𝑧
𝜕𝜉
𝜕𝑥
𝜕𝜂
𝜕𝑦
𝜕𝜂
𝜕𝑧
𝜕𝜂
𝜕𝑥
𝜕𝜁
𝜕𝑦
𝜕𝜁
𝜕𝑧
𝜕𝜁)
 
 
 
 
(
 
 
 
 
𝜕
𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦
𝜕
𝜕𝑧)
 
 
 
 
 (3.31) 
逆行列を用いて(3.31)式を変形すると，次式が得られる． 
 
(
 
 
 
 
𝜕
𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦
𝜕
𝜕𝑧)
 
 
 
 
=
1
𝐽
(
 
 
 
 
𝜕𝑦
𝜕𝜂
𝜕𝑧
𝜕𝜁
−
𝜕𝑧
𝜕𝜂
𝜕𝑦
𝜕𝜁
𝜕𝑦
𝜕𝜁
𝜕𝑧
𝜕𝜉
−
𝜕𝑧
𝜕𝜁
𝜕𝑦
𝜕𝜉
𝜕𝑦
𝜕𝜉
𝜕𝑧
𝜕𝜂
−
𝜕𝑧
𝜕𝜉
𝜕𝑦
𝜕𝜂
𝜕𝑧
𝜕𝜂
𝜕𝑥
𝜕𝜁
−
𝜕𝑥
𝜕𝜂
𝜕𝑧
𝜕𝜁
𝜕𝑧
𝜕𝜁
𝜕𝑥
𝜕𝜉
−
𝜕𝑥
𝜕𝜁
𝜕𝑧
𝜕𝜉
𝜕𝑧
𝜕𝜉
𝜕𝑥
𝜕𝜂
−
𝜕𝑥
𝜕𝜉
𝜕𝑧
𝜕𝜂
𝜕𝑥
𝜕𝜂
𝜕𝑦
𝜕𝜁
−
𝜕𝑦
𝜕𝜂
𝜕𝑥
𝜕𝜁
𝜕𝑥
𝜕𝜁
𝜕𝑦
𝜕𝜉
−
𝜕𝑦
𝜕𝜁
𝜕𝑥
𝜕𝜉
𝜕𝑥
𝜕𝜉
𝜕𝑦
𝜕𝜂
−
𝜕𝑦
𝜕𝜉
𝜕𝑥
𝜕𝜂)
 
 
 
 
(
 
 
 
 
𝜕
𝜕𝜉
𝜕
𝜕𝜂
𝜕
𝜕𝜁)
 
 
 
 
 (3.32) 
ここで𝐽 はヤコビアンであり，次式で与えられる． 
 
𝐽 =
𝜕𝑥
𝜕𝜉
(
𝜕𝑦
𝜕𝜂
𝜕𝑧
𝜕𝜁
−
𝜕𝑧
𝜕𝜂
𝜕𝑦
𝜕𝜁
) +
𝜕𝑦
𝜕𝜉
(
𝜕𝑧
𝜕𝜂
𝜕𝑥
𝜕𝜁
−
𝜕𝑥
𝜕𝜂
𝜕𝑧
𝜕𝜁
) +
𝜕𝑧
𝜕𝜉
(
𝜕𝑥
𝜕𝜂
𝜕𝑦
𝜕𝜁
−
𝜕𝑦
𝜕𝜂
𝜕𝑥
𝜕𝜁
) (3.33) 
(3.28)式と(3.32)式を比較すると、以下のマトリクス関係式が得られる． 
 
{
  
 
  
 
𝜕𝜉
𝜕𝑥
=
1
𝐽
(
𝜕𝑦
𝜕𝜂
𝜕𝑧
𝜕𝜁
−
𝜕𝑧
𝜕𝜂
𝜕𝑦
𝜕𝜁
),   
𝜕𝜉
𝜕𝑦
=
1
𝐽
(
𝜕𝑧
𝜕𝜂
𝜕𝑥
𝜕𝜁
−
𝜕𝑥
𝜕𝜂
𝜕𝑧
𝜕𝜁
),   
𝜕𝜉
𝜕𝑧
=
1
𝐽
(
𝜕𝑥
𝜕𝜂
𝜕𝑦
𝜕𝜁
−
𝜕𝑦
𝜕𝜂
𝜕𝑥
𝜕𝜁
)
𝜕𝜂
𝜕𝑥
=
1
𝐽
(
𝜕𝑦
𝜕𝜁
𝜕𝑧
𝜕𝜉
−
𝜕𝑧
𝜕𝜁
𝜕𝑦
𝜕𝜉
),   
𝜕𝜂
𝜕𝑦
=
1
𝐽
(
𝜕𝑧
𝜕𝜁
𝜕𝑥
𝜕𝜉
−
𝜕𝑥
𝜕𝜁
𝜕𝑧
𝜕𝜉
),   
𝜕𝜂
𝜕𝑧
=
1
𝐽
(
𝜕𝑥
𝜕𝜁
𝜕𝑦
𝜕𝜉
−
𝜕𝑦
𝜕𝜁
𝜕𝑥
𝜕𝜉
)
𝜕𝜁
𝜕𝑥
=
1
𝐽
(
𝜕𝑦
𝜕𝜉
𝜕𝑧
𝜕𝜂
−
𝜕𝑧
𝜕𝜉
𝜕𝑦
𝜕𝜂
),   
𝜕𝜁
𝜕𝑦
=
1
𝐽
(
𝜕𝑧
𝜕𝜉
𝜕𝑥
𝜕𝜂
−
𝜕𝑥
𝜕𝜉
𝜕𝑧
𝜕𝜂
),   
𝜕𝜁
𝜕𝑧
=
1
𝐽
(
𝜕𝑥
𝜕𝜉
𝜕𝑦
𝜕𝜂
−
𝜕𝑦
𝜕𝜉
𝜕𝑥
𝜕𝜂
)
 (3.34) 
(3.34)式の右辺を差分評価することで、座標変換が可能になる．例えば，(3.34)式
の右辺にある𝜕𝑥/𝜕𝜉は次式のようになる． 
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 𝜕𝑥
𝜕𝜉
=
𝑥(𝜉 + 𝛥𝜉, 𝜂) − 𝑥(𝜉 − 𝛥𝜉, 𝜂)
2𝛥𝜉
 (3.35) 
ここで計算空間を格子間隔1の等間隔格子とすると，𝛥𝜉 = 𝛥𝜂 = 𝛥𝜁 = 1 となる．
他の項も同様に差分により計算ができるので，マトリクス関係式(ξx, 𝜉𝑦, 𝜉𝑧 , 𝜂𝑥, 𝜂𝑦, 
𝜂𝑧 , 𝜁𝑥 , 𝜁𝑦, 𝜁𝑧) が数値的に求まり，座標変換が完成する． 
 本章では 2 次元計算なので，(3.33)式，(3,34)式の𝑧 および𝜁 の項が消え，以下
のマトリクス関係式が得られる． 
 
{
 
 
 
 𝜕𝜉
𝜕𝑥
=
1
𝐽
𝜕𝑦
𝜕𝜂
,   
𝜕𝜉
𝜕𝑦
= −
1
𝐽
𝜕𝑥
𝜕𝜂
𝜕𝜂
𝜕𝑥
= −
1
𝐽
𝜕𝑦
𝜕𝜉
,   
𝜕𝜂
𝜕𝑦
=
1
𝐽
𝜕𝑥
𝜕𝜉
 (3.36) 
ここで，𝐽 はヤコビアンであり、次式で与えられる． 
 
𝐽 =
𝜕𝑥
𝜕𝜉
𝜕𝑦
𝜕𝜂
−
𝜕𝑦
𝜕𝜉
𝜕𝑥
𝜕𝜂
 (3.37) 
 
3.4 2 次元非圧縮性キャビティ流れ  
 2 次元キャビティ流れの計算は Ghia らによる非圧縮性 NS 方程式系の直接計
算が著名である(30)．Re 数に応じてキャビティ内の渦の形状が異なり，水平方向
および鉛直方向速度に違いがみられることが報告されている．本節では，BGK
型 LBM である D2Q9 と新しく定義した自由分子型 LBM の D2Q9 の 2 つのモ
デルを差分法で計算を行い，自由分子型 LBM の性能を検証しよう． 
 
3.4.1 問題設定 
 流れ場として，2 次元の四方を壁で囲まれた領域を考える．初期条件として，
静止平衡状態にある流体を与える．その後，計算開始と同時に上壁を一定方向(水
平方向)に一定速度𝑈0で移動させる．計算格子は不等間隔格子(Fig3.4)とし，格
子幅をFig3.5に示した．格子幅∆𝑥 
∗および∆𝑦 
∗は壁面近傍で小さく設定している．
比較対象とするために，Qian らの BGK 型非熱流体 D2Q9 でも計算を行った． 
以下に計算条件を示す．時間ステップ∆𝑡∗は BGK 型 D2Q9 は Re 数によって
変えなければいけないため，後節で議論しよう． 
境界条件は上壁で一定速度𝑈0を与え，初期密度は𝜌0で一定とする．右壁，左
壁および下壁は粘着条件を課す．四隅の角に当たる点では差分計算は行わず，
壁上で挟まれた 2 点の平均を与えた． 
差分法は時間微分に対してはオイラー陽解法，空間微分には 3 次精度風上差
分法を用いた． 
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Re 数 Re=100，1000，5000，10000 
密度 𝜌0 = 1.0 
平板間の距離 𝐿0=100 
上壁の移動速度 𝑈0＝0.2 ∗ √3 
格子数 𝑖𝑚𝑎𝑥 × 𝑗𝑚𝑎𝑥 = 151 × 151 
最少格子間隔 ∆𝑥𝑚𝑖𝑛
∗ = 0.001 
無次元音速 𝑐0 = 1.0 
上壁のマッハ数 𝑀𝑎＝0.2 ∗ √3 
 
以降の節では上記のパラメータで無次元化しているとし，アスタリスク(*)を省
いて変数を表示する． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig 3.4 Calculation lattice for cavity flow 
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Fig 3.5 Distribution of grid width for cavity flow 
 
 
 
 
3.4.2 計算結果と考察 
 前節までの計算条件，境界条件を用いて，BGK 型 D2Q9 および自由分子型
D2Q9 による 2 次元キャビティ流れの計算を行った．Re=100 では無次元時間
𝑡 = 30まで計算を行った．Re=10000 では収束に時間がかかり，無次元時間
𝑡 = 300程度まで計算を行った． 
 Fig.3.6 に Re＝100，1000，5000，10000 における，BGK 型 D2Q9 および自
由分子型 D2Q9 の流線と流速ベクトルを示す．流速ベクトルは水平方向速度の
大きさで着色されている．正方向はオレンジ色，負方向は青色である．流速ベ
クトルの長さは実際の流速の大きさに関係なく一定の長さである．壁面近傍で
キャビティ内から飛び出していても，実際には壁面上で粘着条件は保たれてい
る．低 Re 数流れでは渦の中心はキャビティ上方にあり，四隅の渦は小さい．一
方で，高 Re 数流れでは渦の中心はほぼキャビティの中心に位置し，四隅の渦は
大きくなっていることが分かる．また，BGK 型 D2Q9 および自由分子型 D2Q9
の計算結果はよく一致している．Fig.3.7 に Re＝100，1000，5000，10000 の
場合における，キャビティ内の中心を鉛直に通るように切った線上の無次元水
平方向および水平に通るように切った線上の水平方向速度の分布を示す．無次
50 100 150
0.002
0.004
0.006
0.008
0.01
Lattice number 
∆𝑥∗ = ∆𝑦∗ 
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元空間座標は−1~1になるようにスケーリングし直している．黒の実線は BGK
型 D2Q9 の数値解を表し，赤の実線は自由分子型 D2Q9 の数値解を表す．プロ
ット値は Ghia らの非粘性 NS 方程式系の直接計算の値である． 
Re=100,1000,5000 の場合において，BGK 型 D2Q9 および自由分子型 D2Q9 の
数値解は非常によく一致しており，Ghia らによる値ともよく一致している．こ
こで，重要なのは自由分子型 D2Q9 では平衡分布関数を Chapman-Enskog 型
関数に書き換え，第 2 章で定義した新しい計算方法を取り入れても，BGK 型
D2Q9 同様，現象再現性は良いと言える点である．Re＝10000 において，同程
度の無次元時間まで計算したにも関わらず BGK 型 D2Q9 の解は，収束しなか
った．𝜏を小さくしたことで演算中に発生する桁落ち誤差が収束性を悪くさせて
いると推測される．  
 次に，Re=100,1000,10000 に対して，安定に計算できる条件を調べた．数値
計算の無次元パラメータとして CFL 数と拡散数𝛼を用いて議論しよう． 
CFL 数と拡散数𝛼はそれぞれ， 
 
𝐶𝐹𝐿𝑐 =
𝑐0∆𝑡
∆𝑥𝑚𝑖𝑛
 (3.38) 
 
𝐶𝐹𝐿𝑀𝑎 =
𝑀𝑎∆𝑡
∆𝑥𝑚𝑖𝑛
 (3.39) 
 
𝐶𝐹𝐿𝜉 =
|𝜉|∆𝑡
∆𝑥𝑚𝑖𝑛
 (3.40) 
 
𝛼 =
1
𝑅𝑒𝑐
∆𝑡
∆𝑥𝑚𝑖𝑛
2 =
c0
𝑢0
1
𝑅𝑒 
∆𝑡
∆𝑥𝑚𝑖𝑛
2  (3.41) 
となる．𝐶𝐹𝐿𝑐, 𝐶𝐹𝐿𝑀𝑎, 𝐶𝐹𝐿𝜉はそれぞれ音速に対する CFL 数，代表速さ(上壁の
マッハ数)に対する CFL 数，離散粒子速度に対する CFL 数である． 
Table 3.2, 3.3 に BGK 型 D2Q9 および自由分子型 D2Q9 の場合における 3 つの
CFL 数と拡散数を表した．最初に無次元時間ステップを 0.0005/√3として設定
し，発散してしまった場合 0.0001/√3小さくして再度計算を行い，安定となる
まで試した．BGK 型 D2Q9 および自由分子型 D2Q9 ともに，Re=1000 におい
て同様の数値となった．これを基準に考えると，Re=10000 において，自由分子
型 D2Q9 は Re=1000 の場合と同様であり，Re を大きくすることは計算条件の
制約にはなっていない．一方で，BGK 型 D2Q9 の場合，Re=10000 の値は
Re=1000 の場合より小さい．これは 1.1 節で解説した通り，Re を大きくするこ
と収束する計算条件が厳しくなっている．したがって，第 2 章で期待していた
通り，自由分子型 D2Q9 は衝突項を省いたことで，BGK 型 D2Q9 と比べて，高
Re 流れについて収束性よく，より大きな時間ステップで計算可能であることが
判明した．しかしながら，Re=100 の場合においては，自由分子型 D2Q9 は
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Re=1000 より小さな値となり，Re 数を小さくしたことで計算条件の制約を受け
ている．BGK 型 D2Q9 の場合，Re=1000 と同様の数値であったため，Re 数を
小さくしても，計算条件の制約は受けていない．これは自由分子型 D2Q9 が拡
散数の影響受けていると考えられる．一般的に 2 階微分項を含む拡散方程式や
NS 方程式の直接計算でしばしば問題になることで，2 階微分項の係数が大きく
なると計算が不安定になりやすい．したがって，自由分子型 LBM は NS 方程式
の直接計算に近い計算システムであると言える．また低 Re 数流れでは従来の
BGK 型 D2Q9 の使用が好ましいと言える． 
最後に，Fig.3.7(a-d)の作成に用いた自由分子型 D2Q9 の計算結果を Table3.4
に示しておく．すべてのデータ量を記載するのは冗長的であるので，1/3 程度の
量にしている．比較対象のプロットデータとして用いられれば幸いである． 
 
 
 
 
 
 
 
 
Table3.2 CFL number and diffusion number for stable calculation in case of 
BGK type LBM 
Re 𝐶𝐹𝐿𝑐 𝐶𝐹𝐿𝑀𝑎 𝐶𝐹𝐿𝜉  𝛼 
100 0.289 0.10 0.50 0.25 
1000 0.289 0.10 0.50 0.025 
10000 0.0577 0.020 0.10 0.00050 
 
 
Table3.3 CFL number and diffusion number for stable calculation in case of 
Free-molecular type LBM 
Re 𝐶𝐹𝐿𝑐 𝐶𝐹𝐿𝑀𝑎 𝐶𝐹𝐿𝜉  𝛼 
100 0.0577 0.020 0.10 0.050 
1000 0.289 0.10 0.50 0.025 
10000 0.289 0.10 0.50 0.0025 
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Table3.4 Numerical results of free-molecular type D2Q9 for cavity flow: 
(a) Re=100, (b)Re=1000, (c) Re=5000 (d) Re=10000 
(a) 
2𝑥 − 1， 
2y − 1 
𝑢 for 2y − 1 𝑣 for 2𝑥 − 1 
 2𝑥 − 1， 
2y − 1 
𝑢 for 2y − 1 𝑣 for 2𝑥 − 1 
-1 0.00E+00 0.00E+00  5.98E-02 2.81E-02 -0.1791789 
-0.99271 6.06E-03 -2.60E-03  0.119086 -1.19E-03 -0.1656349 
-0.98162 1.49E-02 -6.43E-03  0.177619 -3.25E-02 -0.1474355 
-0.96687 2.63E-02 -1.14E-02  0.235292 -6.52E-02 -0.1249733 
-0.9486 3.95E-02 -1.73E-02  0.291966 -9.82E-02 -9.88E-02 
-0.92695 5.41E-02 -2.41E-02  0.3475 -0.1305144 -6.94E-02 
-0.90207 6.94E-02 -3.15E-02  0.401755 -0.1606456 -3.74E-02 
-0.87408 8.50E-02 -3.95E-02  0.45459 -0.1871299 -2.95E-03 
-0.84314 0.100091 -4.79E-02  0.505866 -0.2084952 3.40E-02 
-0.80938 0.1143069 -5.67E-02  0.555443 -0.2234643 7.40E-02 
-0.77294 0.1271836 -6.59E-02  0.60318 -0.2311402 0.117743 
-0.73396 0.1383792 -7.55E-02  0.648937 -0.2311592 0.1665343 
-0.69258 0.1476461 -8.54E-02  0.692576 -0.2237686 0.2215584 
-0.64894 0.1548247 -9.56E-02  0.733956 -0.2098017 0.2837767 
-0.60318 0.1598268 -0.1062049  0.772936 -0.1905554 0.3535 
-0.55544 0.1626128 -0.1171437  0.809377 -0.1676016 0.430066 
-0.50587 0.1631651 -0.1283665  0.84314 -0.142582 0.5117001 
-0.45459 0.1614632 -0.1397514  0.874083 -0.1170314 0.5956377 
-0.40175 0.157463 -0.1510881  0.902067 -9.23E-02 0.6784966 
-0.3475 0.1510849 -0.1620567  0.926953 -6.93E-02 0.7567888 
-0.29197 0.1422102 -0.172213  0.9486 -4.89E-02 0.8274273 
-0.23529 0.1306857 -0.1809858  0.966868 -3.15E-02 0.8879822 
-0.17762 0.1163378 -0.1876926  0.981617 -1.74E-02 0.9372662 
-0.11909 9.90E-02 -0.1915787  0.992708 -6.92E-03 0.9727681 
-5.98E-02 7.85E-02 -0.191879  1 0.00E+00 1 
0.00E+00 5.48E-02 -0.1878986 
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(b) 
2𝑥 − 1， 
2y − 1 
𝑢 for 2y − 1 𝑣 for 2𝑥 − 1 
 2𝑥 − 1， 
2y − 1 
𝑢 for 2y − 1 𝑣 for 2𝑥 − 1 
-1 0.00E+00 0.00E+00  5.98E-02 -5.00E-03 -3.10E-02 
-0.99271 2.53E-02 -1.40E-02  0.119086 -3.56E-02 -2.56E-03 
-0.98162 6.00E-02 -3.37E-02  0.177619 -6.61E-02 2.59E-02 
-0.96687 0.101366 -5.84E-02  0.235292 -9.65E-02 5.46E-02 
-0.9486 0.145376 -8.68E-02  0.291966 -0.12668 8.34E-02 
-0.92695 0.187942 -0.1179  0.3475 -0.15658 0.112545 
-0.90207 0.225951 -0.15084  0.401755 -0.18591 0.14208 
-0.87408 0.25815 -0.18551  0.45459 -0.21441 0.172019 
-0.84314 0.285124 -0.222  0.505866 -0.24213 0.202203 
-0.80938 0.308096 -0.25986  0.555443 -0.26991 0.232222 
-0.77294 0.327422 -0.29702  0.60318 -0.29999 0.26138 
-0.73396 0.342017 -0.32959  0.648937 -0.33571 0.28874 
-0.69258 0.349951 -0.35268  0.692576 -0.37941 0.313265 
-0.64894 0.349493 -0.36217  0.733956 -0.42844 0.333999 
-0.60318 0.339928 -0.35655  0.772936 -0.47187 0.350415 
-0.55544 0.321887 -0.3378  0.809377 -0.49259 0.363403 
-0.50587 0.297205 -0.31054  0.84314 -0.47633 0.377399 
-0.45459 0.268339 -0.27995  0.874083 -0.42136 0.402315 
-0.40175 0.237614 -0.2497  0.902067 -0.33988 0.451368 
-0.3475 0.206638 -0.22124  0.926953 -0.25028 0.532939 
-0.29197 0.176123 -0.19434  0.9486 -0.16809 0.642054 
-0.23529 0.146098 -0.16812  0.966868 -0.10166 0.760479 
-0.17762 0.116276 -0.14177  0.981617 -5.29E-02 0.866678 
-0.11909 8.64E-02 -0.11489  0.992708 -2.02E-02 0.946505 
-5.98E-02 5.62E-02 -8.74E-02  1 0.00E+00 1 
0.00E+00 2.57E-02 -5.93E-02 
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(c) 
2𝑥 − 1， 
2y − 1 
𝑢 for 2y − 1 𝑣 for 2𝑥 − 1 
 2𝑥 − 1， 
2y − 1 
𝑢 for 2y − 1 𝑣 for 2𝑥 − 1 
-1 0.00E+00 0.00E+00  5.98E-02 -1.37E-02 -2.36E-03 
-0.99271 5.83E-02 -5.19E-02  0.119086 -3.83E-02 2.09E-02 
-0.98162 0.129309 -0.11514  0.177619 -6.30E-02 4.43E-02 
-0.96687 0.20304 -0.18184  0.235292 -8.79E-02 6.79E-02 
-0.9486 0.265934 -0.2431  0.291966 -0.11301 9.19E-02 
-0.92695 0.314094 -0.29766  0.3475 -0.13846 0.116379 
-0.90207 0.352302 -0.34686  0.401755 -0.16423 0.141471 
-0.87408 0.382837 -0.38589  0.45459 -0.19029 0.167259 
-0.84314 0.401639 -0.40588  0.505866 -0.21665 0.193726 
-0.80938 0.404469 -0.40253  0.555443 -0.24341 0.22076 
-0.77294 0.391745 -0.38067  0.60318 -0.27071 0.248283 
-0.73396 0.368317 -0.35139  0.648937 -0.29847 0.276417 
-0.69258 0.340518 -0.32414  0.692576 -0.32571 0.305415 
-0.64894 0.31291 -0.30142  0.733956 -0.35007 0.335214 
-0.60318 0.286895 -0.28056  0.772936 -0.37001 0.364804 
-0.55544 0.26171 -0.25874  0.809377 -0.39115 0.391987 
-0.50587 0.236342 -0.2355  0.84314 -0.42726 0.413873 
-0.45459 0.210568 -0.21175  0.874083 -0.48167 0.427178 
-0.40175 0.184748 -0.18816  0.902067 -0.52343 0.429017 
-0.3475 0.159221 -0.16481  0.926953 -0.50205 0.427052 
-0.29197 0.13406 -0.14156  0.9486 -0.40114 0.454986 
-0.23529 0.109185 -0.11835  0.966868 -0.2601 0.55373 
-0.17762 8.45E-02 -9.52E-02  0.981617 -0.13392 0.716386 
-0.11909 6.00E-02 -7.20E-02  0.992708 -4.99E-02 0.879575 
-5.98E-02 3.55E-02 -4.88E-02  1 0.00E+00 1 
0.00E+00 1.09E-02 -2.56E-02 
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(d) 
2𝑥 − 1， 
2y − 1 
𝑢 for 2y − 1 𝑣 for 2𝑥 − 1 
 2𝑥 − 1， 
2y − 1 
𝑢 for 2y − 1 𝑣 for 2𝑥 − 1 
-1 -1 0.00E+00  5.98E-02 5.98E-02 -1.47E-02 
-0.99271 -0.99271 8.00E-02  0.119086 0.119086 -3.95E-02 
-0.98162 -0.98162 0.168661  0.177619 0.177619 -6.45E-02 
-0.96687 -0.96687 0.24918  0.235292 0.235292 -8.96E-02 
-0.9486 -0.9486 0.308978  0.291966 0.291966 -0.11515 
-0.92695 -0.92695 0.353556  0.3475 0.3475 -0.14107 
-0.90207 -0.90207 0.389917  0.401755 0.401755 -0.16743 
-0.87408 -0.87408 0.414269  0.45459 0.45459 -0.19419 
-0.84314 -0.84314 0.420667  0.505866 0.505866 -0.22123 
-0.80938 -0.80938 0.409613  0.555443 0.555443 -0.24835 
-0.77294 -0.77294 0.387431  0.60318 0.60318 -0.27543 
-0.73396 -0.73396 0.361604  0.648937 0.648937 -0.30252 
-0.69258 -0.69258 0.33652  0.692576 0.692576 -0.32993 
-0.64894 -0.64894 0.312572  0.733956 0.733956 -0.35744 
-0.60318 -0.60318 0.288371  0.772936 0.772936 -0.38242 
-0.55544 -0.55544 0.263141  0.809377 0.809377 -0.39991 
-0.50587 -0.50587 0.237246  0.84314 0.84314 -0.41159 
-0.45459 -0.45459 0.211323  0.874083 0.874083 -0.43504 
-0.40175 -0.40175 0.185616  0.902067 0.902067 -0.48364 
-0.3475 -0.3475 0.16007  0.926953 0.926953 -0.52549 
-0.29197 -0.29197 0.134649  0.9486 0.9486 -0.49437 
-0.23529 -0.23529 0.109404  0.966868 0.966868 -0.36889 
-0.17762 -0.17762 8.44E-02  0.981617 0.981617 -0.20732 
-0.11909 -0.11909 5.95E-02  0.992708 0.992708 -8.07E-02 
-5.98E-02 -5.98E-02 3.48E-02  1 1 0.00E+00 
0.00E+00 0.00E+00 1.00E-02 
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自由分子型 D2Q9            BGK 型 D2Q9 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(a)  Re=100 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(b)  Re=1000 
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自由分子型 D2Q9             BGK 型 D2Q9 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(c)  Re=5000 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(d)  Re=10000 
 
 
 
 
Fig 3.6 Stream line and velocity vector for square cavity: (a) Re=100,  
(b) Re=1000, (c)Re=5000,(d) Re=10000. 
- 35 - 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2𝑦 − 1 
2𝑥 − 1 
𝑣 
𝑢 
2𝑥 − 1 
𝑣 
(a) 
 
(b) 
 
-1 -0.5 0 0.5 1
-1
-0.5
0
0.5
1
-1 -0.5 0 0.5 1
-1
-0.5
0
0.5
1
2𝑦 − 1 
𝑢 
- 36 - 
 
-1 -0.5 0 0.5 1
-1
-0.5
0
0.5
1
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2𝑦 − 1 
2𝑥 − 1 
𝑢 
𝑣 
(c) 
 
2𝑦 − 1 
2𝑥 − 1 
𝑢 
𝑣 
(d) 
 
Fig 3.7 Flow velocity distribution in square cavity: (a) Re=100,  
(b) Re=1000, (c)Re=5000,(d) Re=10000. 
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3.5 一様流中のパルスの伝搬計算 
 CAA(Computational Aeroacoustics)と呼ばれる CFD 分野がある．通常，音
波の計算行うには流体力学的方程式の計算と Lighthill 方程式(23)を基にした計
算法による流れと音波伝搬の計算を分けて行う分離解法が多い(38,39]．分離解法
は空力音の予測精度も高く，複雑な形状の物体まわりの解析にも用いることが
できるため，現在でも実用的な騒音解析にも用いられる．しかし，流れと音波
の連成によっておこる現象は捉えられない．そこで，高精度で，容易に空力音
計算ができる LBM 注目され始めている．本節では，自由分子型 LBM が従来の
LBM 同様に音波伝搬に対して空力音解析ができるかの性能評価を行う．また，
Qian らの BGK 型 LBM では困難であった非粘性オイラー方程式系による計算
を行う． 
 
3.5.1 問題設定 
 Tam(36)らおよび田村(29)が行ったパルスの 2 次元伝搬問題の数値計算を行う．
概略図を Fig.3.8 に示す．初期条件にマッハ数が 0.5 の一様流を与える．パルス
の音源として，密度を以下の式で与える． 
 𝜌 = 𝜌0(1 + 0.03 exp[−(𝑙𝑛2)(𝑥
2 + 𝑦2)/25]) (3.42) 
計算格子は等間隔直交格子(Fig.3.9)を用いる．本計算では，スケールをもつ物体
がないため，長さおよび時間は格子幅∆𝑥 = ∆𝑦と音速𝑐0でスケーリングする．音
波が格子の端に届く前に計算を終了させることを予定しているため，境界条件
は初期条件のまま入れている．比較対象とするため，BGK 型 D2Q9 でも計算し
た．Re 数は時間ステップを大きく取れるように Re=1000 とした．またこの問
題には解析解が存在している(36)が，現在では参照不可となってしまっている．
そこで，田村の結果から数値データを見積り，引用している． 
 差分法は時間微分に対してオイラー陽解法，空間微分に対して 3 次精度風上
差分法および 5 次精度風上差分法を用いた． 
 
 
密度 𝜌0 = 1.0 
格子幅および代表長さ 𝐿0=∆𝑥 = ∆𝑦 =1 
一様流マッハ数 𝑀0＝0.5 
格子数 𝑖𝑚𝑎𝑥 × 𝑗𝑚𝑎𝑥 = 201 × 201 
無次元音速 𝑐0 = 1.0 
Re 数(BGK 型 D2Q9 のみ) Re=1000 
クーラン数(CFLc) 0.087 
 
- 38 - 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig 3.8 Diagram for pulse propagation in uniform flow 
 
 
 
Fig 3.9 Calculation lattice for pulse propagation in uniform flow 
 
0 
𝑀0 
Pulse Source 
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3.5.2 計算結果と考察 
 前節までの計算条件を用いて，自由分子型 D2Q9 および BGK 型 D2Q9 によ
る一様流中のパルスの伝搬計算を行った．無次元時間𝑡 = 80まで計算を行った． 
 Fig.3.10 に初期条件𝑡 = 0における密度分布と無次元時間𝑡 = 40における圧力
分布を示す．自由分子型 D2Q9 における 3 次精度風上差分法と 5 次精度風上差
分法の数値解，および BGK 型 D2Q9 における 3 次精度風上差分法と 5 次精度
風上差分法の数値解の計 4 パターンを示す．初期条件で与えた密度分布が同心
円状に広がっている様子が分かる．また，パルスの中心が正の水平方向に流れ
ているが，これは一様流の影響である．解像度の比較をしても，無次元時間𝑡 = 40 
における圧力分布関しては，自由分子型 D2Q9，BGK 型 D2Q9 および 3 次精度
風上差分，5 次精度風上差分で大きな違いはない． 
 Fig.3.11 に無次元時間𝑡 = 40および 80 におけるパルス中心を水平方向に横切
る断面での圧力変動分布𝑝 − 𝑝0を示す．プロットは田村の熱流体非粘性 BGK 型
2D21V の数値解である．実線はそれぞれ，赤が自由分子型 D2Q9 の 5 次精度風
上差分，黒が自由分子型 D2Q9 の 3 次精度風上差分，青が BGK 型 D2Q9 の 5
次精度風上差分，そして緑が BGK 型 D2Q9 の 3 次精度風上差分の結果である．
まず，Fig.3.10 の結果同様，無次元時間𝑡 = 40および 80 どちらにおいても自由
分子型 D2Q9 と BGK 型 D2Q9 の計算結果に大きな違いはなかった．解像度に
関しては，無次元時間 𝑡 = 40においては x = −24付近，無次元時間 𝑡 =
80においては x = −48付近のピークを見ると，非粘性で高精度な自由分子型
D2Q9 の 5 次精度風上差分の結果が一番ピークが立っていた．また，無次元時
間𝑡 = 40における田村の計算結果ともよく一致していることが分かる．音波の伝
搬計算であれば，非熱流体モデルの LBM でも十分に解像度よく伝搬の様子を捉
えられるので，計算時間を省略しようとすれば，熱流体モデルではなく非熱流
体モデルを用いるべきである． 
 最後に，Fig.3.11(a-b)の作成に用いた自由分子型 D2Q9 の 5 次精度風上差
分法を用いた計算結果を Table3.5 に示しておく．すべてのデータ量を記載する
のは冗長的であるので，1/2 程度の量にしている．比較対象のプロットデータと
して用いられれば幸いである． 
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Table3.5 Numerical results of free-molecular type D2Q9 for pulse 
propagation in uniform flow using explicit Euler and 5th order upwind 
scheme. 
𝑥 𝑝 − 𝑝0  𝑥 𝑝 − 𝑝0 
-50 -2.23E-11  2 -5.16E-04 
-48 2.08E-10  4 -4.70E-04 
-46 1.60E-09  6 -4.36E-04 
-44 -1.44E-10  8 -4.09E-04 
-42 -5.07E-08  10 -3.89E-04 
-40 -2.61E-07  12 -3.74E-04 
-38 -1.25E-07  14 -3.63E-04 
-36 5.70E-06  16 -3.55E-04 
-34 4.08E-05  18 -3.51E-04 
-32 1.71E-04  20 -3.49E-04 
-30 5.17E-04  22 -3.50E-04 
-28 1.19E-03  24 -3.55E-04 
-26 2.15E-03  26 -3.62E-04 
-24 3.00E-03  28 -3.73E-04 
-22 3.20E-03  30 -3.88E-04 
-20 2.46E-03  32 -4.07E-04 
-18 1.04E-03  34 -4.33E-04 
-16 -4.70E-04  36 -4.66E-04 
-14 -1.50E-03  38 -5.10E-04 
-12 -1.85E-03  40 -5.68E-04 
-10 -1.69E-03  42 -6.48E-04 
-8 -1.34E-03  44 -7.75E-04 
-6 -1.02E-03  46 -9.97E-04 
-4 -8.07E-04  48 -1.35E-03 
-2 -6.69E-04  50 -1.78E-03 
0.00E+00 -5.79E-04 
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(a) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       (ⅰ)                   (ⅱ) 
 
 
(b) 
(ⅰ)3rd order upwind scheme, (ⅱ)5th order upwind scheme 
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(c) 
Fig.3.10 Numerical result of FMLBM D2Q9 and BGKLBM D2Q9 at 
dimensionless time 𝑡 = 40: (a) Initial condition of density: (b) Pressure 
distribution of FMLBM D2Q9: (c) Pressure distribution of BGKLBM 
D2Q9: (ⅰ)3rd order upwind scheme, (ⅱ)5th order upwind scheme. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(a) 
―:FMLBM 5th order 
―:FMLBM 3rd order 
―:BGKLBM 5th order 
―:BGKLBM 3rd order 
 
Dimensionless distance 𝑥 
Dimensionless pressure 𝑝 − 𝑝0 
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(b) 
Fig3.11 Pressure distribution for 𝑥-coordinates at 𝑦 = 0: (a) dimensionles 
time 𝑡 = 40: (b) dimensionles time 𝑡 = 80 
 
 
3.6 単独円柱回りの放射音解析 
 単独円柱まわりの放射音解析は Second Computational Aeroacoustics(CAA) 
Workshop on benchmark Problems(1997)(40)で空力音解析のベンチマーク問
題として取り上げられた．この問題は飛行機のボディに相当する円柱を 2 次元
空間上に配置し，ジェットエンジンの音源をシンプルに湧き出しの外力項(単極
音源)で模擬し，放射音の解析を行う．実際のジェットエンジンの騒音は単極音
源だけでなく，物体表面の周期的な摩擦から生じる 2 重極音源や乱流の乱れか
ら生じる 4 重極音源が発生することがわかっているので，この問題は実際の現
象を表すものではない．しかしながら，空力音を捉えるためのソルバーのテス
ト問題として良く計算されている．田村(29)は蔦原らの非粘性 BGK 型熱流体
D2Q21 および非熱流体 D2Q9 に外力項を付加したモデルで解析解とよく一致
したと報告している．また，今村ら(41,42)も線形化したオイラー方程式系を用い
た手法で同様に放射音解析に成功している．本節では自由分子型 LBM の非粘
性計算ができる利点を活かし，非粘性放射音解析への適性を見よう． 
-50 0 50
-0.001
0
0.001
0.002
―:FMLBM 5th order 
―:FMLBM 3rd order 
―:BGKLBM 5th order 
―:BGKLBM 3rd order 
 
Dimensionless distance 𝑥 
Dimensionless pressure 𝑝 
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3.6.1 問題設定 
単独円柱まわりの放射音解析を行う．概略図を Fig.3.12 に示す．円柱へ向か
ってくる入射波と物体表面からの反射波が干渉し，一定のパターンを持つ定在
波を生じさせる．Workshop(40)では𝑟 = 5における放射音強度𝐷 = 𝑟𝑝2̅̅ ̅を計算する
ことを目的にしており，本計算も同様に行う．初期条件に密度一定の静止流体
を与える．単極音源を模擬する湧き出し項を以下のように与える． 
 (𝑆0, 𝑆1𝑖) = (𝑆, 0) (3.43) 
ここで𝑆0は質量保存式に，𝑆1𝛼は運動量保存式に付加される湧き出し項である．𝑆
はガウス分布を表し，以下のように与える． 
 𝑆 = 𝐴𝑒𝑥𝑝(−(𝑙𝑛2) (
(𝑥 − 𝑥𝑠)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑠)
2
𝑏2
)) 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 (3.44) 
ここで，𝐴 = 1, 𝑏 = 0.2 𝜔 = 8𝜋, (𝑥𝑠, 𝑦𝑠) = (4,0)とする，A は振幅を表し，b は音
源の幅を表す．𝜔は角振動数であり，(𝑥𝑠, 𝑦𝑠)は湧き出しの中心位置を表す．これ
らは円柱直径𝐿0と音速𝑐0および初期密度𝜌0でスケーリングしている．また、計算
初期の大きな圧力変動の影響を抑えて最終的な周期解への収束を早めるため，
田村の計算と同様に Sherer らによる ramping function(43)を湧き出し項に掛け
る．ramping function は 
 𝑟(𝑡) = {sin
2 (
𝜋
2
𝑡
16
)    𝑡 ≤ 16𝑇
         1             𝑡 ≥ 16𝑇
 (3.45) 
である．𝑇は無次元周期である．𝜔 = 8𝜋であるので，𝑇 = 0.25となる．つまり無
次元時間𝑡 = 4まで ramping function は機能する． 
音波の計算では 1 波長をいくつの格子点で捉えるかで解像度に影響がある．
今村らの報告では 1 波長に対して，10 点あれば十分に音波を表現できるとされ
ている．そこで，𝜔 = 8𝜋における無次元波長λ = 0.25に対して(音速𝑐0 = 1)，𝑟 = 5
において𝛥𝑟, 𝛥𝑟𝜃 ≤ 0.025となるようにする．続いて，遠方境界においての音波の
反射がしばしば問題になる．本計算では，田村が行った計算と同様にスポンジ
領域を用意することにした．スポンジ領域は格子幅を大きくとり，格子粘性に
より音波を減衰させる領域である．それらを考慮した計算格子を作成し，
Fig.3.13(a,b)に示す．総格子点は391 × 1573であり，田村や今村らの格子と全く
同一の格子数，格子幅ではないがそれらに近いものにした．格子の作成には 2
次元極座標を用いている．Fig.3.13(a)は格子全体図である．格子形状を分かり
やすくするため格子点を 1/4 倍している．Fig.3.13(b)は円柱まわりに拡大した図
である．円柱近傍は極座標格子の性質で密な格子分布になっている． 𝑟の変化に
関する半径方向の格子幅𝛥𝑟，および円周方向の格子幅𝛥𝑟𝜃の変化を Fig.3.14(a,b)
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に示す． 
Fig.3.14(a)はスポンジ領域を含む格子幅を表している．およそ𝑟 = 6から格子幅
𝛥𝑟が大きくなっていることが分かる．この領域で音波を減衰させることを目的
にしている．Fig.3.14(b)は𝑟 ≤ 7までの格子幅を表している．格子幅𝛥𝑟を𝑟 ≤ 3あ
たりから 0.02 に固定している．𝑟 ≤ 6程度まで無次元波長λ = 0.25に対して
𝛥𝑟, 𝛥𝑟𝜃 ≤ 0.025を満たしており，𝑟 = 5において音波を捉えられるのに十分に密
な格子である． 
境界条件は，遠方では常時初期条件と同様の値にしている．円周方向には周
期境界条件を課している．物体表面では，すべり条件を課している．ここで，
曲面に対しての速度のすべり条件について言及しよう．概略図を Fig3.15 に示
す．考え方は，3.2.2節同様であるが，曲面と水平方向とのなす角(接線角度)を𝜃𝑡と
すると，壁面境界から一つ手前の計算領域点での接線方向速度𝑢𝑡𝑤+1および法線
方向速度は𝑢𝜂𝑤+1 
 𝑢𝑡𝑤+1 = 𝑢𝑥𝑤+1𝑐𝑜𝑠𝜃𝑡 + 𝑢𝑦𝑤+1𝑠𝑖𝑛𝜃𝑡 (3.46) 
 𝑢𝜂𝑤+1 = −𝑢𝑥𝑤+1𝑠𝑖𝑛𝜃𝑡 + 𝑢𝑦𝑤+1𝑐𝑜𝑠𝜃𝑡  (3.47) 
となる．外部境界点ではすべり条件から𝑢𝑡𝑤−1 = 𝑢𝑡𝑤+1, 𝑢𝜂𝑤−1 = −𝑢𝜂𝑤+1であ
るから，外部境界点での水平方向速度𝑢𝑥𝑤−1および鉛直方向速度𝑢𝑦𝑤−1は 
 
𝑢𝑥𝑤−1 = 𝑢𝑡𝑤−1𝑐𝑜𝑠𝜃𝑡 + 𝑢𝜂𝑤−1𝑠𝑖𝑛𝜃𝑡 
= (𝑢𝑥𝑤+1𝑐𝑜𝑠𝜃𝑡 + 𝑢𝑦𝑤+1𝑠𝑖𝑛𝜃𝑡) 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑡
+ (𝑢𝑥𝑤+1𝑠𝑖𝑛𝜃𝑡 − 𝑢𝑦𝑤+1𝑐𝑜𝑠𝜃𝑡) 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑡 
= 𝑢𝑥𝑤+1𝑐𝑜𝑠𝜃𝑡
2 + 2𝑢𝑦𝑤+1𝑠𝑖𝑛𝜃𝑡𝑐𝑜𝑠𝜃𝑡 − 𝑢𝑥𝑤+1𝑠𝑖𝑛𝜃𝑡
2 
(3.48) 
 
𝑢𝑦𝑤−1 = 𝑢𝑡𝑤−1𝑠𝑖𝑛𝜃𝑡 + 𝑢𝑛𝑤−1𝑐𝑜𝑠𝜃𝑡 
= (𝑢𝑥𝑤+1𝑐𝑜𝑠𝜃𝑡 + 𝑢𝑦𝑤+1𝑠𝑖𝑛𝜃𝑡) 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑡
+ (𝑢𝑥𝑤+1𝑠𝑖𝑛𝜃𝑡 − 𝑢𝑦𝑤+1𝑐𝑜𝑠𝜃𝑡) 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑡 
= 𝑢𝑦𝑤+1𝑠𝑖𝑛𝜃𝑡
2 + 2𝑢𝑥𝑤+1𝑠𝑖𝑛𝜃𝑡𝑐𝑜𝑠𝜃𝑡 − 𝑢𝑦𝑤+1𝑐𝑜𝑠𝜃𝑡
2 
(3.49) 
となる．したがって，外部境界上の直交座標系速度𝑢𝑥𝑤−1, 𝑢𝑦𝑤+1を上記のすべり
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条件(3.48)および(3.49)で与える．  
差分法は時間微分に対してオイラー陽解法および 2 次精度修正オイラー法を
用いる．空間微分に対しては田村の報告から 3 次精度風上差分では解像度が不
足している結果が出ているため，5 次精度風上差分法を用いる．円柱表面の境界
上では 1 次精度風上差分法，その一つ手前の内部計算領域では 3 次精度風上差
分法を用いている． 
 
初期密度 𝜌0 = 1.0 
円柱直径，代表長さ 𝐿0=1 
初期流速 𝑢0＝0 
格子数 𝑖𝑚𝑎𝑥 × 𝑗𝑚𝑎𝑥 = 391 × 1573 
無次元音速 𝑐0 = 1.0 
最少格子間隔 ∆𝑥𝑚𝑖𝑛
∗ = 0.005 
クーラン数(CFLc) 0.5(修正オイラー)，0.125(オイラー陽解法) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.3.12 Diagram for radiated sound around a circular 
 
 
0 
𝐿0 
4𝐿0 
Sound Source 
Incident Wave 
Reflected Wave 
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(a)                             (b) 
 
Fig.3.13 Calculation lattice for radiated sound around a circular: 
(a) Global view (b) enlarged view near a circular 
 
 
 
     
 
(a)                              (b) 
Fig.3.14 Grid width for radiated sound around a circular: 
(a) for sponge region (b) for near a circular 
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Fig.3.15 Slip Boundary and Outer Boundary for a round body 
 
 
3.6.2 自由分子型 D2Q9 への外力項の追加 
 本計算では，湧き出し項を取り扱うため，自由分子型 D2Q9 に追加項を表す
分布関数を設ける必要がある．田村の蔦原モデルと同様に Ho(44)らに提案された
方法を用いることにする．ここで，湧き出し項を考慮した非熱流体モデルが導
出するべき無次元圧縮性 NS 方程式系を示す．外力項を無次元化していること
示すためアスタリスク(*)付きの変数で表している．質量保存式(3.13)および運動
量保存式(3.14)に前節の𝑆0, 𝑆1𝛼を用いて， 
 𝜕𝜌∗
𝜕𝑡∗
+
𝜕𝜌∗𝑀𝑎𝑖
 
𝜕𝑥𝑖
∗ = 𝑆0
∗, (3.50) 
 𝜕𝜌∗𝑀𝑎𝑖
𝜕𝑡∗
+
𝜕𝜌∗𝑀𝑎𝑖
 𝑀𝑎𝑗
 
𝜕𝑥𝑗
∗ +
𝜕𝑝∗
𝜕𝑥𝑖
∗
=
𝜕
𝜕𝑥𝑗
∗ [
1
𝑅𝑒𝑐
(
𝜕𝑀𝑎𝑖
 
𝜕𝑥𝑗
∗ +
𝜕𝑀𝑎𝑗
 
𝜕𝑥𝑖
∗ −
2
3
𝜕𝑀𝑎𝑘
𝜕𝑥𝑘
∗ )] + 𝑆1𝑖
∗  
(3.51) 
となる． 
次に，自由分子型方程式(3.9)に湧き出し項ℎ𝑖
∗を追加すると， 
 𝜕𝑓𝑚
∗
𝜕𝑡∗
+ 𝜉𝑖𝑚
∗ 𝜕𝑓𝑚
∗
𝜕𝑥𝑖
∗ = ℎ𝑚
∗  (3.52) 
となる．定義(3.12,13)より，𝑓𝑚
∗ = 𝑓𝑐𝑚
∗ を代入し，𝛾𝑟を掛け合わせ，すべての分子
速度に対して積分して，マクロ量と同様に湧き出し項が導出されなければなら
ない．つまり， 
𝜌𝑤+1, 𝑢𝜂𝑤+1, 𝑢𝑡𝑤+1 
𝜌𝑤+1, −𝑢𝜂𝑤+1, 𝑢𝑡𝑤+1 
𝜂 
𝑡 
𝜌𝑤 , 𝑢𝜂𝑤 , 𝑢𝑡𝑤 
𝑥 
𝜃𝑡 
𝑢𝑡𝑤+1 
𝑢𝑥𝑤+1 
𝑢𝑦w+1 𝑢𝜂𝑤+1 
𝑢𝑥𝑤−1 
𝑢𝑦w−1 
𝑢𝑡𝑤−1 𝑢𝜂𝑤−1 
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𝑆0
∗ = ∑ ℎ𝑚
∗
8
𝑚=0
 (3.53) 
 
𝑆1𝑖
∗ = ∑ 𝜉𝑖𝑚
∗ ℎ𝑚
∗
8
𝑚=0
 (3.54) 
を満足する分布関数を探す必要がある．ここで，平衡分布関数𝑓𝑐𝑚
∗ の性質に着目
して，定義(3.12)から𝜌∗  → 𝑆0
∗ , 定義(3.13)から𝜌∗𝑢𝑖
∗ → 𝑆1𝑖
∗ と､平衡分布関数𝑓𝑐𝑚
∗ に
含まれる変数を置き換えればうまくいきそうである．それ以外の項はすべて 0
にする．したがって， 
 ℎ𝑚
∗ = 𝐸𝑚(𝑆0
∗ + 𝜉𝑖
∗𝑆1𝑖
∗ ) (𝑖, 𝑗 = 1,2) (3.55) 
 𝐸0 =
4
9
,   𝐸1 = 𝐸2 = 𝐸3 = 𝐸4 =
1
9
,   𝐸5 = 𝐸6 = 𝐸7 = 𝐸8 =
1
36
  
としよう．実際に定義(3.54-55)の計算行うと，確かに𝑆0
∗および𝑆1𝑖
∗ が導出される．
以上より，外力項を表す分布関数ℎ𝑚
∗ (3.55)を用いることで，(3.52)式の演算から
外力項を追加した圧縮性 NS 方程式(3.50-51)の計算が可能である．無次元での
変数は置き換えが単純であるが，有次元での計算の場合は外力の次元に注意し
たほうが良い． 
 本節では，(3.43-45)から円柱直径𝐿0と音速𝑐0および初期密度𝜌0でスケーリング
した(𝑆0
∗, 𝑆1𝑖
∗ ) = (𝑆 ∗ 𝑟(𝑡∗),0)を(3.55)に代入したℎ𝑚
∗ を使用する． 
 また，時間発展時に時間に関して湧き出し項が既知であるので，台形則を用
いて時間積分を施して計算を行った． 
 
3.6.3 計算結果と考察 
 前節までの計算条件を用いて，自由分子型 D2Q9 による単独円柱周りの放射
音解析を行った．無次元時間𝑡 = 15 + 1(60+4 周期分)まで行った．最後の 4 周期
で圧力の 2 乗平均を求めた． 
 Fig.3.16(a-d)に放射音(𝑝 − 𝑝0
 )の時間発展の様子を示す．Fig.3.16 は修正オイ
ラー法と 5 次精度風上差分で計算を行った結果である．Fig.3.16(a)は
𝑡 = 1.5 = 6𝑇での圧力分布であり，湧き出し項の周期に合わせて音波が発生して
いるのが分かる．最初に発生した圧力変動は大きいが，ramping function が機
能し，その後の音波の発生は緩やかである．Fig.3.16(b)は 𝑡 = 6 = 24𝑇での圧力
分布を表しており，湧き出しから発生した音波が円柱表面へと到達し，反射が
発生している．円柱近傍では，音源からの入射波と円柱表面から発生する反射
波の干渉により，定在波のモードが発生しつつある．また，右側のスポンジ領
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域に到達した音波は格子粘性を受け，大きく減衰していることが分かる．
Fig.3.16 (c)は 𝑡 = 10.5 = 42𝑇での圧力分布であり，音源から円柱の間ではすで
に定在波が完成し，腹と節が放射状に交互に広がっていることが確認できる．
円柱背後は，円柱自体に遮られているものの，回折により，定在波のモードが
できつつある．Fig.3.16(d)は計算終了時の 𝑡 = 16 = 64𝑇での圧力分布を表して
いる．音波はスポンジ領域を除くすべての点に到達し定在波のモードが完成し
ている．円柱背後にも振幅が小さいながらもモードができている．円柱後方に
かけては，腹と節が乱れて配置される複雑な干渉になっている． 
 次に，Fig.3.17(a-b)にr = 5における90° ≤ 𝜃 ≤ 180°での放射音強度𝐷(𝜃) = 𝑟𝑝2̅̅ ̅
を示す．赤線は修正オイラー法＋5 次精度風上差分法の組み合わせ，黒線はオイ
ラー陽解法＋5 次精度風上差分法の組み合わせによる計算結果である．計算最後
の 4 周期分のデータを用いて平均計算を行った．プロットは Second 
Computational Aeroacoustics(CAA) Workshop on benchmark 
Problems(1997)で示された厳密解であるが，複雑な積分計算で難しい．本節で
は田村の報告から数値データを引用した．Fig.3.17(a)は放射音強度の線形グラ
フである．修正オイラー法＋5 次精度風上差分法の組み合わせでは，プロット値
とよく一致した．入射波と反射波の干渉をよく捉えられていると言える．一方
で，オイラー陽解法＋5 次精度風上差分法の組み合わせでは，ピーク値になる角
度はプロット値と一致しているが，スケールが異なり，過大評価してしまって
いる．試しに，より時間ステップを小さくした𝐶𝐹𝐿𝑐 = 0.0625で計算を行ってみ
ると，多少プロット値に近づいたものの，依然として過大評価したままだった．
これは周波数の大きさに依存していると考えられる．これまでの計算では格子
幅および物体に対して流れの変動周波数および変動スケールは比較的小さかっ
た．そういった場合では，オイラー陽解法で十分に解像度よく計算できる．し
かし，本節の計算では音波の波長は円柱直径の 1/4 であるので，変動周波数は大
きい．そういった場合では，オイラー陽解法では高周波成分の解像度が低下し，
数値解に影響を及ぼすと考えられる．したがって，本計算の場合は少なくとも
修正オイラー法などの 2 次精度の時間差分法を用いる必要があることが分かっ
た．また修正オイラー法を用いた場合𝐶𝐹𝐿𝑐 = 0.001とオイラー陽解法の場合と比
べて 4 倍大きくとれることが分かった．修正オイラー法の計算量がオイラー陽
解法の 2 倍かかると見積もっても，計算時間は半分で済み，かつ高精度である．
Fig.3.17(b)は放射音強度の片対数グラフである．𝜃 = 173°付近の放射音強度の落
ち込みが良く見える．修正オイラー法＋5 次精度風上差分法の組み合わせでは，
プロット値とよく一致していることが分かる．これ以上の一致を求めるなら，
時間差分を 3 次精度ルンゲ・クッタ法，空間差分を 7 次精度風上差分法などの
より高精度差分法にすればよいだろう． 
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 最後に，Fig.3.17(a-b)の作成に用いた自由分子型 D2Q9 の修正オイラー法お
よび 5 次精度風上差分法を用いた計算結果を Table3.6 に示しておく．すべての
データ量を記載するのは冗長的であるので，1/2 程度の量にしている．比較対象
のプロットデータとして用いられれば幸いである． 
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Table3.6 Numerical results of free-molecular type D2Q9 for radiated sound 
around at r=5 a circular using modified Euler and 5th order upwind scheme. 
𝜃 𝐷 = 𝑟𝑝2̅̅ ̅  𝜃 𝐷 = 𝑟𝑝2̅̅ ̅  𝜃 𝐷 = 𝑟𝑝2̅̅ ̅  𝜃 𝐷 = 𝑟𝑝2̅̅ ̅ 
90.00 1.347E-10  113.13 1.556E-10  136.95 1.280E-10  160.76 6.132E-11 
90.23  1.197E-10  114.05  1.106E-10  137.86  1.456E-10  161.68  5.311E-11 
91.15  9.876E-11  114.96  8.849E-11  138.78  1.579E-10  162.60  5.128E-11 
92.06  1.458E-10  115.88  9.717E-11  139.69  1.574E-10  163.51  5.412E-11 
92.98  2.119E-10  116.79  1.238E-10  140.61  1.426E-10  164.43  5.904E-11 
93.89  2.258E-10  117.71  1.498E-10  141.53  1.193E-10  165.34  6.333E-11 
94.81  1.710E-10  118.63  1.650E-10  142.44  9.718E-11  166.26  6.485E-11 
95.73  1.044E-10  119.54  1.676E-10  143.36  8.491E-11  167.18  6.239E-11 
96.64  9.353E-11  120.46  1.576E-10  144.27  8.561E-11  168.09  5.582E-11 
97.56  1.464E-10  121.37  1.352E-10  145.19  9.615E-11  169.01  4.600E-11 
98.47  2.056E-10  122.29  1.069E-10  146.11  1.096E-10  169.92  3.445E-11 
99.39  2.128E-10  123.21  8.618E-11  147.02  1.190E-10  170.84  2.299E-11 
100.31  1.669E-10  124.12  8.612E-11  147.94  1.210E-10  171.76  1.331E-11 
101.22  1.127E-10  125.04  1.092E-10  148.85  1.165E-10  172.67  6.724E-12 
102.14  9.394E-11  125.95  1.435E-10  149.77  1.100E-10  173.59  3.923E-12 
103.05  1.189E-10  126.87  1.697E-10  150.69  1.067E-10  174.50  4.912E-12 
103.97  1.629E-10  127.79  1.735E-10  151.60  1.099E-10  175.42  9.064E-12 
104.89  1.938E-10  128.70  1.555E-10  152.52  1.197E-10  176.34  1.527E-11 
105.80  1.910E-10  129.62  1.287E-10  153.44  1.330E-10  177.25  2.216E-11 
106.72  1.545E-10  130.53  1.077E-10  154.35  1.449E-10  178.17  2.832E-11 
107.63  1.081E-10  131.45  9.897E-11  155.27  1.509E-10  179.08  3.256E-11 
108.55  8.625E-11  132.37  9.932E-11  156.18  1.479E-10  180.00  3.406E-11 
109.47  1.068E-10  133.28  1.020E-10  157.10  1.359E-10    
110.38  1.556E-10  134.20  1.035E-10  158.02  1.172E-10    
111.30  1.949E-10  135.11  1.058E-10  158.93  9.586E-11    
112.21  1.939E-10  136.03  1.134E-10  159.85  7.612E-11    
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(c) 
 
 
(d) 
 
Fig.3.16 Pressure distribution for radiated sound around circular: (a) 𝑡 =
                   1.5 = 6𝑇, (b) 𝑡 = 6 = 24𝑇, (c) 𝑡 = 10.5 = 42𝑇, (d) 𝑡 = 16 = 64𝑇 
−1.0 × 10−5 1.0 × 10−5 
−1.0 × 10−5 1.0 × 10−5 
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(a) 
 
 
(b) 
Fig.3.17 radiated sound power at 𝑟 = 5 for 90° ≤ θ ≤ 180°: (a)linier graph 
(b)semi-log graph 
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3.7 結論 
 本章では，第 2 章の自由分子型運動学的方程式による解法を基に BGK 型
D2Q9 から自由分子型 D2Q9 を開発した．自由分子型 D2Q9 は非熱流体モデル
であり，圧縮性の強い流れには適応できないが，マッハ数を 0.3 以下程度にとれ
ば，非圧縮性流体の解析に用いることができる．また，Chapman-Enskog 型の
平衡関数を定義したことにより，(1.4)の時間ステップに関する制約を受けなく
なり，高 Re 数および非粘性の流れにおいて時間ステップを大きく取ることがで
きることが期待できる． 
3.4 節において，2 次元キャビティ流れの計算結果から BGK 型 D2Q9 に比べ
て Re=10000 において時間ステップを 5 倍大きく取ることができ，収束性よく
計算できることが分かった．一方で，低 Re 数においては BGK 型 D2Q9 の方が
より大きく時間ステップを取ることができた．したがって，低 Re 数は BGK 型
D2Q9 が収束性よく計算でき．高 Re 数は自由分子型 D2Q9 が収束性よく計算で
きることが分かり，扱う問題により切り替えるのが好ましい． 
3.5 節の一様流中のパルスの伝搬計算では，Qian らの BGK 型 LBM では困難
であった非粘性圧縮性 Euler 方程式系の計算を行うことができた．本計算では
大きな解像度の差は現れなかったものの，非粘性計算の方が若干解像度が高い
ことが分かった．圧縮性 Euler 方程式系で音波の計算をするのであれば，非粘
性計算が可能な自由分子型 D2Q9 が有利であると言える． 
3.6 節では，LBM の応用が見込める放射音解析を行った．その結果，オイラ
ー陽解法と 5 次精度風上差分法の組み合わせでは，解を過大評価してしまうこ
とが分かった．より高精度な時間微分の修正オイラー法と 5 次精度風上差分法
を用いた計算では厳密解のプロット値と非常によく一致した．代表スケールよ
り小さい波長をもつ高周波な音波の場合は，高精度な時間差分法を用いるべき
であることが判明した． 
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第 4 章 自由分子型熱流体 1 次元 LBM(D1Q7)  
 
4.1 緒言 
 第 3 章では，非熱流体モデルである BGK 型 D2Q9 から自由分子型 D2Q9 を
開発し，2 次元キャビティ流れの計算や音波の解析からよい再現性を見た．本章
では，エネルギー保存式も考慮に入れた熱流体モデルのベンチマーク計算を行
おう．熱流体モデルにはプラントル数が 1 に固定されたり，パラメータを任意
に設定できないなど BGK 型 LBM には問題点が多い．そこで，片岡は第 2 章で
示した熱流体モデルをベースとして問題点を克服した熱流体モデルを提案して
いる[8]．しかしながら，そのモデルの計算例が少ない．したがって，本章では片
岡の自由分子型熱流体 LBM の 1 次元モデル(D1Q7)について言及し，1 次元非
粘性衝撃波管問題の計算を行い，性能の評価・考察を行う． 
 
4.2 自由分子型熱流体 D1Q7 
 第 3 章では，非熱流体モデルとして，BGK 型 D2Q9 から自由分子型 D2Q9
を導いた．その結果，Qian らの BGK 型 LBM が苦手としていた高 Re 数流れに
おいて時間ステップを大きくとることができ，収束性を大きく改善できたこと
が分かった．また音波解析から非粘性流れ計算も可能であることが分かった．
第 3 章では，熱流体モデルについて，言及していこう．Chapman-Enskog 展開
から導く BGK 型 LBM では，熱流体モデルでは流体力学的パラメータが任意に
選択できないモデルが多い．たとえば，比熱比が次元数によって固定値になっ
てしまい，プラントル数が 1 になってしまうなど，気体の物性に依存する無次
元数を任意に選べない．一方で，自由分子型運動学的方程式を用いた解法であ
れば，第 2 章の熱流体モデルの定義から分子の仮想内部エネルギー𝜂を導入する
ことで，流体力学的なパラメータである粘性係数，体積粘性係数および熱伝導
係数を自由に選択ができる．このことに着目し，片岡は自身の BGK 型 LBM を
基に自由分子型熱流体モデル(D1Q7)(8)を与えた．しかしながら，D1Q7 は計算
例が少なく詳しい性能は明らかではない．本章では D1Q7 を用いて，一次元非
粘性衝撃波管問題をベンチマーク計算として行う． 
 初めに，解きたい無次元 1 次元圧縮性 NS 方程式系を示す． 
 𝜕𝜌∗
𝜕𝑡∗
+
𝜕𝜌∗𝑢1
∗
𝜕𝑥1
∗ = 0 , (4.1) 
 𝜕𝜌∗𝑢1
∗
𝜕𝑡∗
+
𝜕𝜌𝑢1
∗𝑢1
∗
𝜕𝑥1∗
= −
𝜕𝑃1
∗
𝜕𝑥1
∗ , (4.2) 
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 𝜕
𝜕𝑡∗
[𝜌∗  (𝑒∗ +
𝑢1
2∗
2
)] +
𝜕𝛱1
∗
𝜕𝑥1
∗ = 0 , , (4.3) 
ここで， 
 
𝑝∗ = 𝜌∗𝑇∗, 𝑒∗ =
𝛼𝑇∗
2
, (4.4) 
 
𝑃1
∗ = 𝑝∗ − 𝜇∗
4
3
𝜕𝑢1
∗
𝜕𝑥1
∗ + 𝜇𝛽
∗ 𝜕𝑢1
∗
𝜕𝑥1
∗  , (4.5) 
 
𝛱1
∗ = 𝜌∗ (𝑒∗ +
𝑢1
2∗
2
)𝑢1
∗ + 𝑝∗𝑢1
∗ − 𝑢1
∗ (𝜇∗
4
3
𝜕𝑢1
∗
𝜕𝑥1
∗ + 𝜇𝛽
∗ 𝜕𝑢1
∗
𝜕𝑥1
∗) + 𝜆
∗
𝜕𝑇∗
𝜕𝑥1
∗  , (4.6) 
 
𝛾 =
𝛼 + 2
𝛼
 . (4.7) 
𝛼は任意で決められる定数であり，対象の流体粒子に応じ，操作する．無次元変
数 は 𝜌∗ = 𝜌/𝜌0 , 𝑢1
∗ = 𝑢1/√𝑅𝑇0 , e
∗ = 𝑒/𝑅𝑇0 , 𝑝
∗ = 𝑝/𝜌0𝑅𝑇0 , 𝑥1
∗ = 𝑥1/𝐿0 , 
𝑡∗ = 𝑡√𝑅𝑇0/𝐿0, 𝜇
∗ = 𝜇/𝜌0√𝑅𝑇0𝐿0, 𝜇𝛽
∗ = 𝜇𝛽/𝜌0√𝑅𝑇0𝐿0, 𝜆
∗ = 𝜆/𝜌0√𝑅𝑇0𝐿0である． 
 次に無次元 1 次元圧縮性 NS 方程式系(4.1-7)を満たす D1Q7 で用いる運動学的
方程式は 
 𝜕𝑓𝑚
∗
𝜕𝑡∗
+ 𝜉1𝑚
∗
𝜕𝑓𝑚
∗
𝜕𝑥1
∗ = 0 (4.8) 
である．ここで，𝑓𝑚
∗ = 𝑓/𝜌0, 𝜉1𝑚
∗ = 𝜉1𝑚/√𝑅𝑇0である． 
 次に，D1Q7 の平衡分布関数𝑓𝑐が満たすべきマクロ量とフラックスの定義は 
 
𝜌∗ = ∑ 𝑓𝑚
𝑐∗
6
𝑚=0
 (4.9) 
 
𝜌∗𝑢1
∗ = ∑ 𝑓𝑚
𝑐∗𝜉1𝑚
∗
6
𝑚=0
 (4.10) 
 
𝜌∗ (𝑒∗ +
𝑢1
2∗
2
) = ∑ 𝑓𝑚
𝑐∗ (
𝜉1𝑚
2 ∗ + 𝜂𝑚
2 ∗
2
)
6
𝑚=0
 (4.11) 
 
𝜌∗𝑢1
∗𝑢1
∗ + 𝑃1
∗ = ∑ 𝑓𝑚
𝑐∗𝜉1𝑚
∗ 𝜉1𝑚
∗
6
𝑚=0
 
 (4.12) 
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Π1
∗ = ∑ 𝑓𝑚
𝑐∗ (
𝜉1𝑚
2 ∗ + 𝜂𝑚
2 ∗
2
)
6
𝑚=0
𝜉1𝑚
∗  (4.13) 
と表される．ここで，𝜂𝑚
∗ = 𝜂𝑚/√𝑅𝑇0である． 
 そして，上記の定義を満たす D1Q7 の平衡分布関数𝑓𝑐
∗とそれに対応する仮想
内部エネルギー𝜂𝑚∗
2は 
 𝑓𝑚
𝑐∗ = (2𝜌∗𝑒∗ − 𝑝∗)
𝜂m
∗
𝜂0
3∗
 
+𝐶 {[𝜌∗ −
2𝜌∗𝑒∗ − 𝑝∗
𝜂0
2∗
] 𝜉1𝑚
4 ∗ + (2𝛱1
∗ + 𝜌∗𝑢1
∗𝜉1𝑚
2 ∗)𝜉1𝑚
∗
+ [𝜌∗𝑢1
2∗ + 𝑝∗]𝜉1𝑚
2 ∗}, 
(4.13) 
 
𝐶 =
{
 
 
 
 
 
 
 
 
                  0                          𝑓𝑜𝑟|𝜉𝑚
∗ | = 0 ,
−𝑣2
2∗ − 𝑣3
2∗
2𝑣1
2∗(𝑣1
2∗ − 𝑣2
2∗)(𝑣1
2∗ − 𝑣3
2∗)
     𝑓𝑜𝑟|𝜉𝑚
∗ | = 𝑣1
∗ ,
−𝑣3
2∗ − 𝑣1
2∗
2𝑣2
2∗(𝑣2
2∗ − 𝑣3
2∗)(𝑣2
2∗ − 𝑣1
2∗)
    𝑓𝑜𝑟|𝜉𝑚
∗ | = 𝑣2
∗ ,
−𝑣1
2∗ − 𝑣2
2∗
2𝑣3
2∗(𝑣3
2∗ − 𝑣1
2∗)(𝑣3
2∗ − 𝑣2
2∗)
    𝑓𝑜𝑟|𝜉𝑚
∗ | = 𝑣3
∗ ,
, (4.14) 
 
𝜂𝑚
∗ = {
1.65  (𝑚 = 0),
0  (𝑚 ≠ 0).
 (4.15) 
仮想内部エネルギー𝜂𝑚∗
2 の値は実際の内部エネルギーとは関連がなく，値は任意
で設定できる．本計算では離散分子速度は Fig4.1 に示す．𝑣1
∗, 𝑣2
∗ , 𝑣3
∗は D1Q7 で
は任意の値を設定できるが，流体力学的パラメータとの関連はない．しかしな
がら，計算の安定性にはいくらか関係している．本章では，片岡の報告から安
定的に計算できると分かった値を参考に𝑣1
∗ = 0.5 , 𝑣2
∗ = 1.0, 𝑣3
∗ = 100および
𝜂0
∗ = 1.65という条件を設定した．ちなみに片岡の設定では，𝑣1
∗ = 0.3 , 𝑣2
∗ = 1.2, 
𝑣3
∗ = 60および𝜂0
∗ = 0.6である(8). 
 仮想内部エネルギー𝜂𝑚 の導入により流体力学的パラメータを任意に設定でき
る D1Q7 を定義することができた．また自由分子型 LBM の特徴である高 Re 数
に置いて時間ステップを大きく取ることが可能という利点も有していると考え
られる．したがって，次節では高 Re の極限である非粘性の問題である１次元衝
撃波管問題の計算行う．次節以降，上述の無次元化を施しているが，アスタリ
スク(*)を省いて記述する． 
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𝜉1 = 𝑣1 
  
𝜉3 = 𝑣3 
  
𝜉2 = 𝑣2 𝜉0 = 0 
Figure 4.1 Distribution of discrete molecular velocities for 1D7V. 
𝜉4 = −𝑣1 𝜉5 = −𝑣2 𝜉6 = −𝑣3 
𝑚 = 0 𝑚 = 1 𝑚 = 2 𝑚 = 3 𝑚 = 4 𝑚 = 5 𝑚 = 6 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
4.2.2 差分法 
 本研究では，差分法を用いた LBM である FDLBM を取り扱っているため，
差分計算法を選ぶ必要がある．本章の計算では，第 3 章と同様に，時間微分に
ついてはオイラー陽解法を，空間微分については 3 次精度風上差分法を採用す
る． 
 オイラー陽解法について説明する．オイラー陽解法は時間微分の一番簡単な
差分化である．テイラー展開を行うと，計算誤差は速度分布関数に対して𝑂(𝛥𝑡)
程度である．現在の分布関数を𝑓𝑛 ，1 タイムステップ後の分布関数を𝑓𝑛+1 とす
ると，  
 
𝑓m
𝑛+1 = 𝑓𝑐
𝑛
𝑚
− 𝛥𝑡 ∙ 𝜉1𝑚
𝜕𝑓𝑐
𝑛
𝑚
𝜕𝑥1
 (4.16) 
となる．  
 次に，3 次風上差分法について説明する. 計算誤差は空間微分項に対して
𝑂(𝛥𝑥3)程度である．2 次元計算における 3 次精度風上差分法は諸量𝑓(𝑥, 𝑦)に関
して，次のように表される．ただし，𝜉𝑥, 𝜉𝑦はそれぞれ離散分子速度の𝑥, 𝑦 方向
成分を表している． 
 
𝜉1𝑚
𝜕𝑓𝑚
𝜕𝑥1
= {
𝜉1𝑚
𝑓𝑚(𝑥 − 2∆𝑥, 𝑦) − 6𝑓𝑚(𝑥 − ∆𝑥, 𝑦) + 3𝑓𝑚(𝑥, 𝑦) + 2𝑓𝑚(𝑥 + ∆𝑥, 𝑦)
6∆𝑥
      (𝜉1𝑚 > 0)  
𝜉1𝑚
−𝑓𝑚(𝑥 + 2∆𝑥, 𝑦) + 6𝑓𝑚(𝑥 + ∆𝑥, 𝑦) − 3𝑓𝑚(𝑥, 𝑦) − 2𝑓𝑚(𝑥 − ∆𝑥, 𝑦)
6∆𝑥
    (𝜉1𝑚 < 0)
 (4.17) 
式(3.21),(3.22)では離散分子速度の方向によって風上判定を行い，その方向に適
した風上差分法を行わなければならない．その為，場合分けでの計算負荷が多
くかかってしまう．したがって，プログラム上での計算では風上判定を埋め込
んだ次の式において計算を行う． 
𝜉1𝑚
𝜕𝑓𝑚
𝜕𝑥1
= 𝜉1𝑚
−𝑓𝑚(𝑥 + 2Δ𝑥, 𝑦) + 8(𝑓𝑚(𝑥 + Δ𝑥, 𝑦) − 𝑓𝑚(𝑥 − Δ𝑥, 𝑦)) − 𝑓𝑚(𝑥 − 2Δ𝑥, 𝑦)
12Δ𝑥
 (4.18) 
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+
|𝜉1𝑚|(Δ𝑥)
3
12
∙
𝑓𝑚(𝑥 − 2Δ𝑥, 𝑦) − 4𝑓𝑚(𝑥 − Δ𝑥, 𝑦) + 6𝑓𝑚(𝑥, 𝑦) − 4𝑓𝑚(𝑥 + Δ𝑥, 𝑦) + 𝑓𝑚(𝑥 + 2Δ𝑥, 𝑦)
(Δ𝑥)4
 
4.2.3 境界条件 
 本計算では，格子点を十分に取って，格子端に衝撃波が到達する前に，計算
を終了するようにした．したがって，格子端での境界条件は初期条件と同様で
ある． 
 
4.3 1 次元非粘性衝撃波管問題(13) 
 本節では，前節で定義した自由分子型熱流体 LBM の D1Q7 を用いて衝撃波
管問題の数値解析を行う．比較対象として，解析解を示し，D1Q7 の性能を評価・
考察を行う． 
 
4.3.1 問題設定 
１次元空間において Fig4.2 に示すように中央に仕切りを設け，その左右に密
度差(圧力差)を与える．仕切りを瞬間的にはずすと密度が低い方へ衝撃波が伝播
することが知られており，垂直衝撃波理論で記述される． 
以下に計算条件を示す．本章の計算では計算を簡単にするため，体積粘性係
数および熱伝導係数を 0 と設定した．すなわち，圧縮性 Euler 方程式系を解く
ことに相当する． 
初期条件での重要なパラメータは密度比である．本計算では，𝜌𝐿/𝜌𝑅  =
10,50,200の 3 パターンの計算を行う．温度は空間内で一様にした．比熱比は 1.4
とし 2 原子分子を対象とした．  
本章の計算では，第 3 章の差分計算法と同様に時間微分についてはオイラー
陽解法を，空間微分については 3 次精度風上差分法を採用する． 
D1Q7 に用いられるパラメータ𝑣1
 , 𝑣2
 , 𝑣3
 , 𝜂0
 が計算にどのような影響があるか
わかっていない．そこで，前節で定義した𝑣1
 = 0.5 , 𝑣2
 = 1.0, 𝑣3
 = 100および
𝜂0
 = 1.65という設定(以後設定ⅰと呼ぶ)と片岡の𝑣1
 = 0.3 , 𝑣2
 = 1.2, 𝑣3
 = 60お
よび𝜂0
 = 0.6という設定(以後設定ⅱと呼ぶ)の両方の計算を行った． 
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初期密度比 𝜌𝐿/𝜌𝑅 = 10,50,200 
初期温度 𝑇0 = 1(等温) 
初期速度 𝑢0＝0 
格子数 1500 
格子間隔および代表長さ 𝐿0 = ∆𝑥 = 1 
比熱比 𝛾 = 1.4 
音速 𝑐0 = √1.4 
時間ステップ ∆t = 2.0 × 10−2 
クーラン数𝐶𝐹𝐿𝑐0 𝐶𝐹𝐿𝑐0 = 2.8 × 10
−2 
クーラン数𝐶𝐹𝐿𝑣1 
𝐶𝐹𝐿𝑣1 = 1.0 × 10
−2(ⅰ),  
𝐶𝐹𝐿𝑣1 = 6.0 × 10
−3(ⅱ) 
クーラン数𝐶𝐹𝐿𝑣2 
𝐶𝐹𝐿𝑣2 = 2.0 × 10
−2(ⅰ),  
𝐶𝐹𝐿𝑣2 = 2.4 × 10
−2(ⅱ) 
クーラン数𝐶𝐹𝐿𝑣3 
𝐶𝐹𝐿𝑣3 = 2.0(ⅰ),  
𝐶𝐹𝐿𝑣3 = 1.2(ⅱ) 
粘性係数 𝜇 = 0 
体積粘性係数 𝜇𝛽 = 0 
熱伝導係数 𝜆 = 0 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig4.2 Calculation condition 
  
 
4.3.2  計算結果と考察 
 前節までの計算条件を用いて，衝撃波管問題の数値計算を行った．Fig.4.3(a-c)
に設定ⅰで計算した密度比 10，50，200 の場合の密度分布を示す．記号□は
D1Q7 の数値解，記号表している．実線は，解析解[37]である．計算結果は衝撃
波が形成されてから十分に時間がたったときのもので，無次元時間𝑡  = 160であ
𝜌𝐿 
𝑝𝐿 
𝑇0 
𝜌𝑅 
𝑝𝑅 
𝑇0 
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る．Fig4.3 より D1Q7 の数値解と解析解を比べると，単純な差分法なので衝撃
波面でのオーバーシュートが目立つものの，衝撃波前後の物理量および衝撃波
面位置に関して非常によく一致していることが確認できる．したがって，D1Q7
は非粘性計算を現象再現性良く計算できることが言える． 
また，設定ⅰでは密度比 200 まで前節の条件で計算を行うことができた(密度
比 250 で計算を行うと計算が発散することを確認した)．一方で設定ⅱでは密度
比 10 でも計算が発散した．片岡の報告では比熱比𝛾 = √5/3であったという違い
はあるものの，計算の安定性が設定値に依存すると思われる．そこで，設定値
がマクロ量にどのような影響を及ぼすか調べるために， 差分式(4.16)の計算か
らマクロ量を求めるプロセス(4.9-11)を導出してみよう． 
 まず，質量保存則については，差分式(4.17)で各項の総和を取ると， 
 
∑ 𝑓m
𝑛+1
6
𝑚=0
= ∑ 𝑓𝑐
𝑛
𝑚
6
𝑚=0
− 𝛥𝑡 ∙ ∑ 𝜉1𝑚
𝜕𝑓𝑐
𝑛
𝑚
𝜕𝑥1
6
𝑚=0
+ ∑ 𝑂𝑓(∆𝑡
2)
6
𝑚=0
 (4.17) 
定義(4.9)より 
 
𝜌𝑛+1 = 𝜌𝑛 − 𝛥𝑡 ∙ ∑ 𝜉1𝑚
𝜕𝑓𝑐
𝑛
𝑚
𝜕𝑥1
6
𝑚=0
+ 𝑂𝜌(∆𝑡
2) (4.18) 
となる．𝑂𝑓(∆𝑡
2), 𝑂𝜌(∆𝑡
2)はオイラー陽解法による平衡分布関数および密度に関
する誤差項である． 
右辺第 2 項を取り上げ，3 次風上差分法を適用すると， 
∑ 𝜉1𝑚
𝜕𝑓𝑐𝑚
𝑛
𝜕𝑥1
6
𝑚=0
= ∑ 𝜉1𝑚
6
𝑚=0
−𝑓𝑐𝑚
𝑛 (𝑥 + 2Δ𝑥) + 8 (𝑓𝑐𝑚
𝑛 (𝑥 + Δ𝑥) − 𝑓𝑐𝑚
𝑛 (𝑥 − Δ𝑥)) − 𝑓𝑐𝑚
𝑛 (𝑥 − 2Δ𝑥)
12Δ𝑥
 
+∑|𝜉1𝑚|
6
𝑚=0
∙ ∆𝑥3 ∙
𝑓𝑐𝑚
𝑛 (𝑥 − 2Δ𝑥) − 4𝑓𝑐𝑚
𝑛 (𝑥 − Δ𝑥) + 6𝑓𝑐𝑚
𝑛 (𝑥, 𝑦) − 4𝑓𝑐𝑚
𝑛 (𝑥 + Δ𝑥) + 𝑓𝑐𝑚
𝑛 (𝑥 + 2Δ𝑥)
12Δ𝑥4
 
           + ∑ 𝜉1𝑚𝑂𝑓(∆𝑥
3)
6
𝑚=0
 
(4.19) 
つまり， 
𝜕(𝜌𝑢1
 )𝑛
𝜕𝑥1
=
−(𝜌𝑢1
 )𝑛(𝑥 + 2Δ𝑥) + 8((𝜌𝑢1
 )𝑛(𝑥 + Δ𝑥) − (𝜌𝑢1
 )𝑛(𝑥 − Δ𝑥)) − (𝜌𝑢1
 )𝑛(𝑥 − 2Δ𝑥)
12Δ𝑥
 
+∑|𝜉1𝑚|
6
𝑚=0
∙ ∆𝑥3 ∙
𝑓𝑐𝑚
𝑛 (𝑥 − 2Δ𝑥) − 4𝑓𝑐𝑚
𝑛 (𝑥 − Δ𝑥) + 6𝑓𝑐𝑚
𝑛 (𝑥) − 4𝑓𝑐𝑚
𝑛 (𝑥 + Δ𝑥) + 𝑓𝑐𝑚
𝑛 (𝑥 + 2Δ𝑥)
12Δ𝑥4
 
              +𝑂𝜌𝑢1(∆𝑥
3) 
(4.20) 
となる．𝑂𝑓(∆𝑥
3), 𝑂𝜌𝑢1(∆𝑥
3) は 3 次風上差分法による平衡分布関数𝑓cおよび密度
流束の空間微分に関する誤差項である．(4.20)式の右辺第 1 項は運動量に対して
の 4 次精度中心差分になっていることが分かる．したがって，D1Q7 および他
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の自由分子型 LBM は 3 次精度風上差分法を用いるとマクロ量に対しては 4 次
精度中心差分法に右辺第 2項の 4次拡散項にΔ𝑥3を掛けた項が付加される形にな
る．右辺第 2 項をさらに詳細に計算してみよう．(4.20)式から，∑ 𝑓𝑐𝑚|𝜉1𝑚|
6
𝑚=0 の
計算が必要であることがわかる．定義(4.13-15)から計算して， 
 
∑ 𝑓𝑚
𝑐  |𝜉1𝑚
 |
6
𝑚=0
= 𝐴(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) [𝜌
 −
2𝜌𝑒  − 𝑝 
𝜂0
2 ]
+ 𝐵(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)[𝜌
 𝑢1
2 + 𝑝 ]   
(4.21) 
ここで， 
 
𝐴(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) =
(𝑣2
4 − 𝑣3
4)𝑣1
3 + (𝑣3
4 − 𝑣1
4)𝑣2
3 + (𝑣1
4 − 𝑣2
4)𝑣3
3
(𝑣1
2 − 𝑣2
2)(𝑣2
2 − 𝑣3
2)(𝑣3
2 − 𝑣1
2)
   (4.22) 
 
𝐵(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) =
(𝑣2
4 − 𝑣3
4)𝑣1
 + (𝑣3
4 − 𝑣1
4)𝑣2
 + (𝑣1
4 − 𝑣2
4)𝑣3
 
(𝑣1
2 − 𝑣2
2)(𝑣2
2 − 𝑣3
2)(𝑣3
2 − 𝑣1
2)
   (4.23) 
となる．(4.21-23)を(4.20)式に代入すると，最終的に(4.18)式は  
 
𝜌𝑛+1 = 𝜌𝑛 − 𝛥𝑡 ∙ {4𝑡ℎ𝑎𝑑𝑣([𝜌𝑢1
 ]𝑛) + 𝐴(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) ∙ Δ𝑥
3 ∙ 4𝑡ℎ𝑑𝑖𝑓𝑓 ([𝜌 −
2𝜌 𝑒  − 𝑝 
𝜂0
2 ]
𝑛
) 
           +𝐵(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) ∙ Δ𝑥
3 ∙ 4𝑡ℎ𝑑𝑖𝑓𝑓([𝜌 𝑢1
2 + 𝑝 ]𝑛)} 
+𝑂𝜌(∆𝑡
2) − ∆𝑡𝑂𝜌𝑢1(∆𝑥
3) 
(4.24) 
 
4𝑡ℎ𝑎𝑑𝑣(𝑓) =
−𝑓𝑛(𝑥 + 2Δ𝑥) + 8(𝑓𝑛(𝑥 + Δ𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥 − Δ𝑥)) − 𝑓𝑛(𝑥 − 2Δ𝑥)
12Δ𝑥
 (4.25) 
 
4𝑡ℎ𝑑𝑖𝑓𝑓(𝑓) =
𝑓𝑛(𝑥 − 2Δ𝑥) − 4𝑓𝑛(𝑥 − Δ𝑥) + 6𝑓𝑛(𝑥) − 4𝑓𝑛(𝑥 + Δ𝑥) + 𝑓𝑛(𝑥 + 2Δ𝑥)
12Δ𝑥4
 (4.26) 
ここで，4𝑡ℎ𝑎𝑑𝑣，4𝑡ℎ𝑑𝑖𝑓𝑓(𝑓)はそれぞれ 1 階微分の 4 次精度中心差分，4 階微分
の 4 次精度中心差分を表す．(4.24)式からマクロ量に関してのオイラー陽解法お
よび 3 次風上差分法を用いたことによる高次の誤差項𝑂𝜌(∆𝑡2)，𝑂𝜌𝑢1(∆𝑥
3)が現れ
ているが，この誤差項はマクロ量の差分式でも発生する．したがって，ここで
は，それらが小さいと仮定し，D1Q7 の特徴的な誤差((4.24)式の右辺 2 項目の中
身)についての議論を進めることにする．通常，質量保存則の式を風上差分化し
た場合数値粘性としては密度𝜌に関しての拡散項にあたるものが導出される
((4.19)式で𝑓𝑐𝑚
𝑛 , 𝜉𝑖𝑚 → 𝜌, 𝑢𝑖とすれば分かる)．しかし，(4.24)式から，D1Q7 の風
上差分計算を行った場合，数値粘性として密度𝜌だけでなく，−(2𝑝𝑒 − 𝑝)/𝜂0
2 や
𝜌 𝑢1
2 + 𝑝 といった項の数値粘性も現れている．また，重要なこととして，(4.24)式
の右辺第 3 項目の4𝑡ℎ𝑑𝑖𝑓𝑓(−2𝜌𝑒 − 𝑝/𝜂0
2)は 4 階微分の負の粘性として表れてい
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る．すなわち，この項の値が大きくなれば計算が発散に向かいやすい．片岡の
設定ⅱでは𝜂0
 = 0.6となっており，負の粘性を増幅させていることになる．一方，
設定ⅰでは𝜂0
 = 1.65と 1 より大きい値を取ったため，設定 B に比べると負の粘
性を小さく抑えており，その結果，密度比 200 の計算も可能になったと思われ
る． 
 続けて，運動量保存則およびエネルギー保存則についてもマクロ量に関して
整理してみよう．運動量保存則に関しては差分式(4.17)に𝜉1𝑚を掛け合わせ，各
項の総和を取ると， 
 
∑ 𝑓m
𝑛+1𝜉1𝑚
6
𝑚=0
= ∑ 𝑓𝑐
𝑛
𝑚
𝜉1𝑚
6
𝑚=0
− 𝛥𝑡 ∙ ∑ 𝜉1𝑚
2
𝜕𝑓𝑐
𝑛
𝑚
𝜕𝑥1
6
𝑚=0
+ ∑ 𝑂(∆𝑡2)
6
𝑚=0
𝜉1𝑚 (4.27) 
右辺第 2 項に 3 次精度風上差分法を適用して， 
∑ 𝜉1𝑚
2
𝜕𝑓𝑐𝑚
𝑛
𝜕𝑥1
6
𝑚=0
= ∑ 𝜉1𝑚
6
𝑚=0
4𝑡ℎ𝑎𝑑𝑣(𝑓𝑐𝑚
𝑛 𝜉1𝑚) + ∑|𝜉1𝑚|
6
𝑚=0
∙ Δ𝑥3 ∙ 4𝑡ℎ𝑑𝑖𝑓𝑓(𝑓𝑐𝑚
𝑛 𝜉1𝑚)
+ ∑ 𝑂(∆𝑥3)
6
𝑚=0
𝜉1𝑚
2  
(4.28) 
つまり， 
𝜕(𝜌𝑢1
 2 + 𝑝)𝑛
𝜕𝑥1
= 4𝑡ℎ𝑎𝑑𝑣([𝜌𝑢1
 2 + 𝑝]𝑛) + ∑|𝜉1𝑚|
6
𝑚=0
∙ Δ𝑥3 ∙ 4𝑡ℎ𝑑𝑖𝑓𝑓(𝑓𝑐𝑚
𝑛 𝜉1𝑚)
− 𝑂𝜌𝑢1 2+𝑝(∆𝑥
3) 
(4.29) 
となる．(4.29)式から，∑ 𝑓𝑐𝑚𝜉1𝑚|𝜉1𝑚|
6
𝑚=0 の計算が必要であることがわかる．定
義(4.13-15)から計算して， 
 
∑ 𝑓𝑚
𝑐  𝜉1𝑚|𝜉1𝑚
 |
6
𝑚=0
= 𝐴(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) ∙ 𝜌𝑢1 + 𝐵(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) ∙ 2Π1 
  (4.30) 
となる． 
(4.30)を(4.29)式に代入すると，最終的に(4.27)式は  
 
(𝜌𝑢1)
𝑛+1 = (𝜌𝑢1)
𝑛 − 𝛥𝑡 ∙ {4𝑡ℎ𝑎𝑑𝑣([𝜌𝑢1
 2 + 𝑝]𝑛) + 𝐴(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) ∙ Δ𝑥
3 ∙ 4𝑡ℎ𝑑𝑖𝑓𝑓([𝜌𝑢1
  ]𝑛) 
           +𝐵(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) ∙ Δ𝑥
3 ∙ 4𝑡ℎ𝑑𝑖𝑓𝑓(2Π1
𝑛)} 
+𝑂𝜌𝑢1(∆𝑡
2) − ∆𝑡𝑂𝜌𝑢1
 2+𝑝(∆𝑥
3) 
(4.31) 
となる． 
エネルギー保存則に関しては差分式(4.17)に(𝜉1𝑚
2 + 𝜂1𝑚
2 )/2を掛け合わせ，各項の
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総和を取ると， 
 
∑ 𝑓m
𝑛+1
𝜉1𝑚
2 + 𝜂1𝑚
2
2
6
𝑚=0
= ∑ 𝑓𝑐
𝑛
𝑚
𝜉1𝑚
2 + 𝜂1𝑚
2
2
6
𝑚=0
− 𝛥𝑡 ∙ ∑
𝜉1𝑚
2 + 𝜂1𝑚
2
2
𝜉1𝑚
 
𝜕𝑓𝑐
𝑛
𝑚
𝜕𝑥1
6
𝑚=0
 
+∑ 𝑂𝑓(∆𝑡
2)
6
𝑚=0
𝜉1𝑚
2 + 𝜂1𝑚
2
2
 
(4.32) 
右辺第 2 項に 3 次精度風上差分法を適用して， 
∑
𝜉1𝑚
2 + 𝜂1𝑚
2
2
𝜉1𝑚
 
𝜕𝑓𝑐𝑚
𝑛
𝜕𝑥1
6
𝑚=0
= ∑ 𝜉1𝑚
6
𝑚=0
4𝑡ℎ𝑎𝑑𝑣 (𝑓𝑐𝑚
𝑛 𝜉1𝑚
2 + 𝜂1𝑚
2
2
) 
+ ∑|𝜉1𝑚|
6
𝑚=0
∙ Δ𝑥3 ∙ 4𝑡ℎ𝑑𝑖𝑓𝑓 (𝑓𝑐𝑚
𝑛
𝜉1𝑚
2 + 𝜂1𝑚
2
2
) + ∑ 𝑂𝑓(∆𝑥
3)
6
𝑚=0
𝜉1𝑚
2 + 𝜂1𝑚
2
2
𝜉1𝑚
  
(4.33) 
つまり， 
𝜕(Π1/2)
𝑛
𝜕𝑥1
= 4𝑡ℎ𝑎𝑑𝑣 (
Π1
𝑛
2
) + ∑|𝜉1𝑚|
6
𝑚=0
∙ Δ𝑥3 ∙ 4𝑡ℎ𝑑𝑖𝑓𝑓 (𝑓𝑐𝑚
𝑛
𝜉
1𝑚
2 + 𝜂
1𝑚
2
2
) + 𝑂Π1/2(∆𝑥
3) (4.34) 
となる．(4.29)式から，∑ 𝑓𝑐𝑚(𝜉1𝑚
2 + 𝜂1𝑚
2 )|𝜉1𝑚|/2
6
𝑚=0 の計算が必要であることが
わかる．定義(4.13-15)から計算して， 
 
∑ 𝑓𝑚
𝑐  
𝜉
1𝑚
2 + 𝜂
1𝑚
2
2
|𝜉1𝑚
 |
6
𝑚=0
= 𝐴(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) ∙
1
2
[𝜌 𝑢1
2 + 𝑝 ] + 𝐶(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) ∙
1
2
[𝜌 −
2𝜌𝑒  − 𝑝 
𝜂0
2 ]  
  
(4.35) 
ここで， 
 
𝐶(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) =
(𝑣2
4 − 𝑣3
4)𝑣1
5 + (𝑣3
4 − 𝑣1
4)𝑣2
5 + (𝑣1
4 − 𝑣2
4)𝑣3
5
(𝑣1
2 − 𝑣2
2)(𝑣2
2 − 𝑣3
2)(𝑣3
2 − 𝑣1
2)
   (4.36) 
となる． 
(4.30)を(4.29)式に代入すると，最終的に(4.27)式は  
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(𝜌 {𝑒 +
𝑢1
2
2
})
𝑛+1
= (𝜌 {𝑒 +
𝑢1
2
2
})
𝑛
− 𝛥𝑡
∙ {4𝑡ℎ𝑎𝑑𝑣 (
Π1
𝑛
2
) +
𝐴(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)
2
∙ Δ𝑥3 ∙ 4𝑡ℎ𝑑𝑖𝑓𝑓([𝜌𝑢1 2 + 𝑝]𝑛) 
+
𝐶(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)
2
∙ Δ𝑥3 ∙ 4𝑡ℎ𝑑𝑖𝑓𝑓 ([𝜌 −
2𝜌 𝑒  − 𝑝 
𝜂0
2 ]
𝑛
)} 
+𝑂𝜌(𝑒+𝑢12/2)(∆𝑡
2) − ∆𝑡𝑂Π1/2(∆𝑥
3) 
(4.37) 
となる． 
以上から，密度，運動量，エネルギーの保存量に対しての 3 次風上差分法を
用いた場合の誤差およびパラメータ𝑣1
 , 𝑣2
 , 𝑣3
 , 𝜂0
 の影響を詳細に導出した．その
結果，(4.24),(4.31),(4.37)式から NS 方程式系もしくは Euler 方程式系を直接差
分化した時には表れなかった数値拡散が導出されることが分かった．𝜂0
 は負の
数値粘性の大きさに影響を与え，𝜂0
 ≤ 1では計算が不安定になりやすい．また，
𝑣1
 , 𝑣2
 , 𝑣3
 は数値拡散全体の大きさに依存し，その影響は(4.22-23),(4.36)の𝐴, 𝐵, 𝐶
でまとめられる．設定ⅰおよび設定ⅱについて𝐴, 𝐵, 𝐶を Table.4.1 に示す．実際に
計算してみると，𝐴, 𝐵, 𝐶の値は大きな変化はないことがわかる．加えて，𝐶は負
であることが分かった．したがって，エネルギーに対する(4.37)式では密度𝜌の
4 階微分は負の粘性をとなり，2𝜌 𝑒  − 𝑝 の 4 階微分は正の粘性となる．これは質
量保存則と比べるとそれぞれの項が正負入れ替わっている．したがって，計算
を安定にするには負の粘性をできるだけ打ち消すようにおおよそ𝜌 ≈ (2𝜌 𝑒  −
𝑝 )/𝜂0
2となるべきである．𝜂0
 は小さすぎても，大きすぎても計算が不安定にな
るだろう．計算が安定となる𝜂0
 の範囲を知るために，設定Aの𝑣1
 = 0.5 , 𝑣2
 = 1.0, 
𝑣3
 = 100を用いて，密度比 10,50,200 の計算を追加で行った．計算が成功したか
どうかを Table.4.2 に示した．実際，𝜂0
 は計算が安定になりやすい範囲があるこ
とが分かった．本節での D1Q7 を用いた衝撃波管解析では，𝑣1
 = 0.5 , 𝑣2
 = 1.0, 
𝑣3
 = 100に対して1.6 ≤ 𝜂0 ≤ 1.7が安定性が良い． 
 最後に，差分法の TVD 化について言及する．衝撃波捕獲法では，衝撃波面上
でのオーバーシュートを抑え，安定に計算するために TVDスキームを導入する．
TVD スキームはセル境界の数値流束を考えるため有限体積法に近い考え方を持
つ．そのため，自由分子型 LBM に適用した場合，(4.17-37)で行った議論が通用
せず，安定に計算ができる条件が異なることが予想される．実際に，MUSCL 内
挿と minmod 関数を用いた TVD スキームを D1Q7 に適用した計算では，TVD 化
しない場合よりも安定性が悪くなった．これは，衝撃波面近くの有限体積法的
なセル境界の計算で，(4.24),(4.31),(4.37)に表れない定式化できない誤差が生ま
れるためだと思われる．したがって，自由分子型 LBM は安定化のために複雑な
スキームを用いて計算プロセスを煩雑にしてしまうより，ベンチマーク計算で
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判明した安定な範囲で，シンプルな計算法として用いるのが現状良いだろう． 
 
 
 
 
 
 
Table4.1 Calculation of constants A,B,C for Setting ⅰ and ⅱ 
 
Setting ⅰ 
(𝑣1
 = 0.5 , 𝑣2
 = 1.0, 𝑣3
 = 100) 
Setting ⅱ 
(𝑣1
 = 0.3 , 𝑣2
 = 1.2, 𝑣3
 = 60) 
𝐴 1.154 1.491 
𝐵 0.6667 0.6669 
𝐶 -123.7 -90.00 
 
Table4.2 Stability of shock-tube calculation for various η0
  
 𝜂0
 = 1.3 𝜂0
 = 1.5 𝜂0
 = 1.6 𝜂0
 = 1.7 𝜂0
 = 1.8 𝜂0
 = 2.2 
𝜌𝐿/𝜌𝑅 = 10 × ◯ ◯ ◯ ◯ × 
𝜌𝐿/𝜌𝑅 = 50 × ◯ ◯ ◯ × × 
𝜌𝐿/𝜌𝑅 = 200 × × ◯ ◯ × × 
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Figure.4.3 Numerical results density 𝜌/𝜌𝐿 , pressure 𝑝/𝑝𝐿 , velocity 𝑢1, 
internal energy 𝑒 for the shock-tube problem for γ = 1.4 ∶ (a)𝜌𝐿/𝜌𝑅  = 10: 
(b)𝜌𝐿/𝜌𝑅  = 50: (𝑐)𝜌𝐿/𝜌𝑅  = 200. 
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4.4 結論 
 本章では，片岡のパラメータを自由に設定できる自由分子型熱流体 D1Q7 を
用いて，衝撃波管問題の計算を行い，離散分子速度および仮想内部エネルギー
が差分計算に与える影響を考察した．まず，D1Q7 は非粘性流れの計算において
再現性よく模擬でき，高次精度差分法によるオーバーシュートはあるものの，
差分法による衝撃波管問題の解析解とよく一致した．したがって，BGK 型 LBM
では収束性の問題で困難であった非粘性流れの計算を自由分子型運動学的方程
式による計算手法で解決できることを確認した． 
次に本章の計算条件と片岡の計算条件では計算の安定性に違いが見られた．
そこで，離散分子速度および仮想内部エネルギーが差分計算に与える影響を調
べるため，自由分子型運動学的方程式の差分式からマクロ量の差分式を導出し
た．その結果，3 次精度風上差分法の場合，圧縮性 NS 方程式系や Euler 方程式
系を直接差分化した差分式とは異なる数値拡散項が導かれ，離散分子速度およ
び仮想内部エネルギーはその数値拡散項の大きさに影響を与えることが判明し
た．数値拡散項のなかには計算の安定性に大きく影響する負の拡散項が含まれ
ており，安定に計算するために条件を明らかにする必要があった．本節で行っ
た衝撃波管問題の計算の場合，離散分子速度𝑣1
 = 0.5 , 𝑣2
 = 1.0, 𝑣3
 = 100に対し
て仮想内部エネルギーに関する値を1.6 ≤ 𝜂0 ≤ 1.7に設定すると安定性が良いこ
とが分かった．計算を安定にできる離散分子速度および仮想内部エネルギーは
問題および計算モデルによって異なり，試算してみないと分からず，適宜検討
する必要がある．  
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第 5 章 自由分子型熱流体 2次元 LBM(D2Q19) 
 
5.1 緒言 
 第 4 章では，曽根の理論に基づいて，熱流体モデルである自由分子型 D1Q7
を用いて，1 次元非粘性衝撃波管問題の計算からよい再現性を見た．本章では，
片岡が提案している自由分子型運動学的方程式を用いた 2 次元熱流体モデル[8]
の計算を行う．BGK 型熱流体モデルでは困難で合った 2 次元非粘性超音速流れ
の計算を行い，自由分子型 LBM の性能の評価・考察を行う． 
 
5.2 自由分子型熱流体 D2Q19 
 第2章の熱流体モデルの定義から分子の仮想内部エネルギー𝜂を導入すること
で，流体力学的なパラメータである粘性係数，体積粘性係数および熱伝導係数
を自由に選択ができる．このことに着目し，片岡は D1Q7 と同様に自身の BGK
型 LBM を基に 2 次元自由分子型熱流体モデル(D2Q19)を与えた[8]．しかしなが
ら，D2Q19 は計算例が少なく詳しい性能は明らかではない．本章では D2Q19
を用いて，物体を過ぎる 2 次元超音速非粘性流れをベンチマーク計算として行
う． 
 初めに，解きたい 2 次元圧縮性 NS 方程式系を示す． 
 𝜕𝜌∗
𝜕𝑡∗
+
𝜕𝜌∗𝑢𝑖
∗
𝜕𝑥𝑖
∗ = 0 , (5.1) 
 𝜕𝜌∗ 𝑢𝑖
∗
𝜕𝑡∗
+
𝜕𝜌∗𝑢𝑖
∗𝑢𝑗
∗
𝜕𝑥𝑖
∗ = −
𝜕𝑃𝑖𝑗
∗
𝜕𝑥𝑖
∗ , (5.2) 
 
𝜕
𝜕𝑡∗
[𝜌∗ (𝑒∗ +
𝑢𝑗
2∗
2
)] +
𝜕𝛱𝑖
∗
𝜕𝑥𝑖
∗ = 0 , , (5.3) 
 (𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1,2の総和規約)  
ここで， 
 
𝑝∗ = 𝜌∗𝑇∗, 𝑒∗ =
𝛼𝑇∗
2
, (5.4) 
 
𝑃𝑖𝑗
∗ = 𝑝∗𝛿𝑖𝑗 − 𝜇
∗ (
𝜕𝑢𝑖
∗
𝜕𝑥𝑗
∗ +
𝜕𝑢𝑗
∗
𝜕𝑥𝑖
∗ −
2
3
𝜕𝑢𝑘
∗
𝜕𝑥𝑘
∗) + 𝜇𝛽
∗ 𝜕𝑢𝑘
∗
𝜕𝑥𝑘
∗  , (5.5) 
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𝛱𝑖
∗ = 𝜌∗ (𝑒∗ +
𝑢𝑖
2∗
2
)𝑢𝑖
∗ + 𝑝∗𝑢𝑖
∗
− 𝑢𝑖
∗ [𝜇∗ (
𝜕𝑢𝑖
∗
𝜕𝑥𝑗
∗ +
𝜕𝑢𝑗
∗
𝜕𝑥𝑖
∗ −
2
3
𝜕𝑢𝑘
∗
𝜕𝑥𝑘
∗) + 𝜇𝛽
∗ 𝜕𝑢𝑘
∗
𝜕𝑥𝑘
∗ ] + 𝜆
∗
𝜕𝑇∗
𝜕𝑥𝑖
∗  , 
(5.6) 
 
𝛾 =
𝛼 + 2
𝛼
 . (5.7) 
𝛼は任意で決められる定数であり，対象の流体粒子に応じ，操作する．無次元変
数 は 𝜌∗ = 𝜌/𝜌0 , 𝑢𝑖
∗ = 𝑢𝑖/√𝑅𝑇0 , e
∗ = 𝑒/𝑅𝑇0 , 𝑝
∗ = 𝑝/𝜌0𝑅𝑇0 , 𝑥𝑖
∗ = 𝑥𝑖/𝐿0 , 
𝑡∗ = 𝑡√𝑅𝑇0/𝐿0, 𝜇
∗ = 𝜇/𝜌0√𝑅𝑇0𝐿0, 𝜇𝛽
∗ = 𝜇𝛽/𝜌0√𝑅𝑇0𝐿0, 𝜆
∗ = 𝜆/𝜌0√𝑅𝑇0𝐿0である． 
 次に無次元 1 次元圧縮性 NS 方程式系(4.1-7)を満たす D1Q7 で用いる運動学的
方程式は 
 𝜕𝑓𝑚
∗
𝜕𝑡∗
+ 𝜉1𝑚
∗
𝜕𝑓𝑚
∗
𝜕𝑥𝑖
∗ = 0 (5.8) 
である．ここで，𝑓𝑚
∗ = 𝑓/𝜌0, 𝜉1𝑚
∗ = 𝜉𝑖𝑚/√𝑅𝑇0である． 
 次に，D2Q19 の平衡分布関数𝑓𝑐が満たすべきマクロ量とフラックスの定義は 
 
𝜌∗ = ∑ 𝑓𝑚
𝑐∗
18
𝑚=0
 (5.9) 
 
𝜌∗𝑢𝑖
∗ = ∑ 𝑓𝑚
𝑐∗𝜉𝑖𝑚
∗
18
𝑚=0
 (5.10) 
 
𝜌∗ (𝑒∗ +
𝑢𝑖
2∗
2
) = ∑ 𝑓𝑚
𝑐∗ (
𝜉𝑖𝑚
2 ∗ + 𝜂𝑚
2 ∗
2
)
18
𝑚=0
 (5.11) 
 
𝜌∗𝑢𝑖
∗𝑢𝑗
∗ + 𝑃𝑖𝑗
∗ = ∑ 𝑓𝑚
𝑐∗𝜉𝑖𝑚
∗ 𝜉𝑗𝑚
∗
18
𝑚=0
 (5.12) 
 
Π𝑖
∗ = ∑ 𝑓𝑚
𝑐∗ (
𝜉𝑖𝑚
2 ∗ + 𝜂𝑚
2 ∗
2
)
18
𝑚=0
𝜉𝑖𝑚
∗  (5.13) 
と表される． 
 そして，上記の定義を満たす D2Q19 の平衡分布関数𝑓𝑐
∗とそれに対応する離散
分子速度𝜉𝑖𝑚
∗ および仮想内部エネルギー𝜂𝑚
∗ は 
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𝑓𝑚
𝑐∗ = (2𝜌∗𝑒∗ − 𝑃𝑘𝑘
∗ )
𝜂𝑚
∗
𝜂0
3∗
 
+𝐶 {
1
2
[𝜌∗ −
(2𝜌∗𝑒∗ − 𝑃𝑘𝑘
∗ )
𝜂0
2∗
] 𝜉𝑘𝑚
4 ∗ + (2𝛱𝑖
∗ + 𝜌∗𝑢𝑖
∗𝜉𝑘𝑚
2 ∗)𝜉𝑖𝑚
∗  
        + [2(𝜌∗𝑢𝑖
∗𝑢𝑗
∗ + 𝑃𝑖𝑗
∗ ) −
𝜌∗𝑢𝑘
2∗ + 𝑃𝑘𝑘
∗
2
𝛿𝑖𝑗] 𝜉𝑖𝑚
∗ 𝜉𝑗𝑚
∗ } , 
(5.14) 
 
𝐶 =
{
 
 
 
 
 
 
 
 
                   0                          for|𝜉𝑖
∗| = 0 ,
−𝑣2
2∗ − 𝑣3
2∗
3𝑣1
2∗(𝑣1
2∗ − 𝑣2
2∗)(𝑣1
2∗ − 𝑣3
2∗)
    for|𝜉𝑖
∗| = 𝑣1
∗ ,
−𝑣3
2∗ − 𝑣1
2∗
3𝑣2
2∗(𝑣2
2∗ − 𝑣3
2∗)(𝑣2
2∗ − 𝑣1
2∗)
    for|𝜉𝑖
∗| = 𝑣2
∗ ,
−𝑣1
2∗ − 𝑣2
2∗
3𝑣3
2∗(𝑣3
2∗ − 𝑣1
2∗)(𝑣3
2∗ − 𝑣2
2∗)
    for|𝜉𝑖
∗| = 𝑣3
∗ ,
, (5.15) 
 
(𝜉1𝑚
∗ , 𝜉2𝑚
∗ ) =
{
  
 
  
 
                0                                       (𝑚 = 0)
𝑣1
∗𝑐𝑜𝑠
𝑚 − 1
3
𝜋,    𝑣1
∗𝑠𝑖𝑛
𝑚 − 1
3
𝜋      (𝑚 = 1 − 6)   
   𝑣2
∗𝑐𝑜𝑠
𝑚 − 7
3
𝜋,     𝑣2
∗𝑠𝑖𝑛
𝑚 − 7
3
𝜋     (𝑚 = 7 − 12)    
𝑣3
∗𝑐𝑜𝑠
𝑚 − 13
3
𝜋,    𝑣3
∗𝑠𝑖𝑛
𝑚 − 13
3
𝜋 (𝑚 = 13 − 18)
 (5.16) 
 
𝜂𝑚
∗ = {
𝜂0  (𝑚 = 0),
0  (𝑚 ≠ 0).
  (5.17) 
ここで，𝜂𝑚
∗ = 𝜂𝑚/√𝑅𝑇0である．仮想内部エネルギー𝜂𝑚
∗ 2の値は実際の内部エネ
ルギーとは関連がなく，値は任意で設定できる．離散分子速度分布は Fig4.1 に
示す．𝑣1
∗, 𝑣2
∗ , 𝑣3
∗は D2Q19 では任意の値を設定できるが，流体力学的パラメータ
との関連はない．しかしながら，計算の安定性にはいくらか関係している．本
章では，各問題設定時にそれらの値を決めることにする． 
 仮想内部エネルギー𝜂𝑚
 の導入により 2 次元モデルにおいても流体力学的パラ
メータを任意に設定できる D2Q19 を定義することができた．また自由分子型
LBM の特徴である高 Re 数に置いて時間ステップを大きく取ることが可能とい
う利点も有していると考えられる．したがって，次節では高 Re の極限である非
粘性の問題であるくさびを過ぎる 2 次元非粘性超音速流れの計算行う．次節以
降，上述の無次元化を施しているが，アスタリスク(*)を省いて記述する． 
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5.2.1 差分法 
本章の計算では，時間微分については修正オイラー法を，空間微分については 3
次精度風上差分法を採用する． 
修正オイラー法は予測と修正の 2 段階の計算を行う．計算誤差は速度分布関
数に対して𝑂(𝛥𝑡2)程度である．現在の分布関数を𝑓𝑐
𝑛 ，予測段階の分布関数を𝑓  , 𝑓𝑐
 ,
および 1 タイムステップ後の分布関数を𝑓𝑛+1 とすると， 
 
𝑓  = 𝑓𝑐
𝑛 − 𝛥𝑡 ∙ 𝜉𝑖
𝜕𝑓𝑐
𝑛
𝜕𝑥𝑖
 (5.18) 
 
𝑓𝑛+1 = 𝑓𝑐
𝑛 − 0.5𝛥𝑡𝜉𝑖 (
𝜕𝑓𝑐
𝑛
𝜕𝑥𝑖
+
𝜕𝑓𝑐
 
𝜕𝑥𝑖
) (5.19) 
となる．式(3.18)を解き，𝑓  を求めたあと，(3.12)および(3.13)から予測段階のマ
クロ量を求め，(3.11)から𝑓𝑐
 ,を計算する．その後，式(3.20)を解く． 
次に，3 次風上差分法について説明する. 2 次元計算における 3 次精度風上差
分法は諸量𝑓(𝑥, 𝑦)に関して，次のように表される．ただし，𝜉𝑥, 𝜉𝑦はそれぞれ離
散分子速度の𝑥, 𝑦 方向成分を表している． 
𝑣1 
𝑚 = 1 𝑚 = 7 𝑚 = 13 𝑚 = 16 𝑚 = 10 𝑚 = 4 
𝑚 = 2 
𝑚 = 14 
𝑚 = 8 
𝑚 = 5 
𝑚 = 11 
𝑚 = 17 
𝑚 = 15 
𝑚 = 9 
𝑚 = 3 
𝑚 = 6 
𝑚 = 12 
𝑚 = 18 
Figure.5.1 Distribution of discrete molecular velocities for 2D19V. 
𝑚 = 0 
𝑣3 𝑣2 0 
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𝜉𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑥
= {
𝜉𝑥
𝑓(𝑥 − 2∆𝑥, 𝑦) − 6𝑓(𝑥 − ∆𝑥, 𝑦) + 3𝑓(𝑥, 𝑦) + 2𝑓(𝑥 + ∆𝑥, 𝑦)
6∆𝑥
      (𝜉𝑥 > 0)  
𝜉𝑥
−𝑓(𝑥 + 2∆𝑥, 𝑦) + 6𝑓(𝑥 + ∆𝑥, 𝑦) − 3𝑓(𝑥, 𝑦) − 2𝑓(𝑥 − ∆𝑥, 𝑦)
6∆𝑥
    (𝜉𝑥 < 0)
 (5.20) 
 
𝜉𝑦
𝜕𝑓
𝜕𝑦
=
{
 
 
 
 𝜉𝑦
𝑓(𝑥, 𝑦 − 2Δ𝑦) − 6𝑓(𝑥, 𝑦 − Δ𝑦) + 3𝑓(𝑥, 𝑦) + 2𝑓(𝑥, 𝑦 + Δ𝑦)
6∆𝑦
      (𝜉𝑦 > 0)  
𝜉𝑦
−𝑓(𝑥, 𝑦 + 2Δ𝑦) + 6𝑓(𝑥, 𝑦 + Δ𝑦) − 3𝑓(𝑥, 𝑦) − 2𝑓(𝑥, 𝑦 − Δ𝑦)
6∆𝑦
    (𝜉𝑦 < 0)
 (5.21) 
式(3.21),(3.22)では離散分子速度の方向によって風上判定を行い，その方向に適
した風上差分法を行わなければならない．その為，場合分けでの計算負荷が多
くかかってしまう．したがって，プログラム上での計算では風上判定を埋め込
んだ次の式において計算を行う． 
𝜉𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑥
= 𝜉𝑥
−𝑓(𝑥 + 2Δ𝑥, 𝑦) + 8(𝑓(𝑥 + Δ𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥 − Δ𝑥, 𝑦)) − 𝑓(𝑥 − 2Δ𝑥, 𝑦)
12Δ𝑥
 
+
|𝜉𝑥|(Δ𝑥)
3
12
∙
𝑓(𝑥 − 2Δ𝑥, 𝑦) − 4𝑓(𝑥 − Δ𝑥, 𝑦) + 6𝑓(𝑥, 𝑦) − 4𝑓(𝑥 + Δ𝑥, 𝑦) + 𝑓(𝑥 + 2Δ𝑥, 𝑦)
(Δ𝑥)4
 
(5.22) 
𝜉𝑦
𝜕𝑓
𝜕𝑦
= 𝜉𝑦
−𝑓(𝑥, 𝑦 + 2Δ𝑦) + 8(𝑓(𝑥, 𝑦 + Δ𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦 − Δ𝑦)) − 𝑓(𝑥, 𝑦 − 2Δ𝑦)
12Δ𝑦
 
+
|𝜉𝑦|(Δ𝑦)
3
12
∙
𝑓(𝑥, 𝑦 − 2Δ𝑦) − 4𝑓(𝑥, 𝑦 − Δ𝑦) + 6𝑓(𝑥, 𝑦) − 4𝑓(𝑥, 𝑦 + Δ𝑦) + 𝑓(𝑥, 𝑦 + 2Δ𝑦)
(Δ𝑦)4
 
(5.22) 
 
 
5.2.2 境界条件 
 本章での 2 次元非粘性超音速流れの計算では，圧縮性 Euler 方程式系の計算
と一致するため，壁面での速度についてはすべり条件を与える．くさびの始点
など，差分計算が困難が点があることから，本章では壁面境界上では差分計算
を行っていない．そこで，渡利らのマクロ量の外挿(31)を参考に，近傍の物理量
から計算し，簡単に与えた．その概略を Fig.5.2 に示す．境界点より 1 つ流体側
の格子点における値を𝜌𝑤+1, 𝒖𝑤+1, 𝑒𝑤+1とすると，境界上でのそれぞれの値は以
下のように与えた． 
 𝜌𝑤 = 𝜌𝑤+1 (5.23) 
 𝑢𝑛𝑤 
= 0 (5.24) 
 𝑢𝑡𝑤 
= 𝑢𝑡𝑤+1 (5.25) 
 𝑒𝑤 = 𝑒𝑤+1 (5.26) 
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密度の外挿は安定性を優先し，0 次外挿とした．𝜂, 𝑡はそれぞれ境界に対して法
線方向および接線方向を表し，流速は物体表面に対して法線方向成分を零とし
たすべり条件，内部エネルギーも密度同様に安定性を優先し，0 次外挿とした． 
上流側の境界条件は初期条件を入力し続け，流出境界では上述の外挿を与え
た． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
5.2.3 座標変換 
 本章の計算では境界適合格子を用いているので，座標変換が必要である．そ
の際，物理空間内で定義された計算領域を，格子間隔 1 の長方形および正方形
計算空間に写像し，その計算空間内の等間隔直交座標上で数値計算を行う．本
章で用いる座標変換は第 3 章の座標変換で導いた 2 次元に対応するものと同様
である． 
 
5.3 くさびを過ぎる 2 次元非粘性超音速流れ 
 本節では，前節で定義した自由分子型熱流体 LBM の D2Q19 を用いてくさび
を過ぎる 2 次元非粘性超音速流れの数値解析を行う．くさびを過ぎる超音速流
れでは斜め衝撃波が発生することが知られており，気体力学の斜め衝撃波理論
[13]から衝撃波角および衝撃波前後の物理量を計算することができる．本節では
D2Q19 の計算から得た数値解が斜め衝撃波理論を満たすか検証し，D2Q19 の
性能を評価・考察を行う． 
 
5.3.1 問題設定 
2 次元空間において，Fig5.3 に示すように任意のくさび角を与えたくさびを
𝑤 + 1 𝑤 + 2 𝑤 
Fig.5.2 Lattice number near a wall. 
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設定し，上流に任意のマッハ数を与えた流れを入力する．斜め衝撃波理論(13)に
従い衝撃波が発生し，くさび角に応じて，衝撃波角が変化する．この問題の支
配パラメータはくさび角，上流マッハ数，および比熱比である． 
本節では，上流マッハ数を𝑀0 = 2.54, 3.38,4.23, 5.07の 4 パターンとくさび角
について𝜃𝑤 = 10°, 20°, 30°の 3 パターンの計 12 パターンを設定した．比熱比は
2 原子分子を想定し，1.4 を与え，数値計算を行った．離散粒子速度および仮想
内部エネルギーは第 4 章と同様の𝑣1
∗ = 0.5 , 𝑣2
∗ = 2.05, 𝑣3
∗ = 100および𝜂0
∗ = 1.65
と設定した． 
以下に計算条件を示す．本章の計算では，体積粘性係数および熱伝導係数を 0
と設定した．すなわち，圧縮性 Euler 方程式系を解くことに相当する．Fig5.4(a-c)
にそれぞれ𝜃𝑤 = 10°, 20°, 30°に対応する計算格子を示す．格子形状を見やすくす
るため，表示格子点数を 1/25 程度削減している． 
 また本計算では第 3 章で解説した座標変換を用いて計算を行った． 
上流マッハ数について 5.2 節の定義の無次元速度𝑢0の定義から 
 
𝑀0 =
𝑢0
√𝛾
 . (5.27) 
であり，プログラム上では上流マッハ数に応じて無次元上流水平方向
流速𝑢0を与えた．鉛直方向流速は 0 とした． 
本章の計算では，差分計算法として時間微分については修正オイラー法を，
空間微分については 3 次精度風上差分法を採用する． 
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初期(上流)密度 𝜌0 = 1.0 
初期(上流)圧力 𝑝0 = 1.0 
初期(上流)内部エネルギー 𝑒0＝2.5 
格子数 𝑖𝑚𝑎𝑥 × 𝑗𝑚𝑎𝑥 = 501 × 501 
最少格子間隔 ∆𝑥𝑚𝑖𝑛 = 1.38 × 10
−3 
比熱比 𝛾 = 1.4 
音速 𝑐0 = √1.4 
時間ステップ ∆𝑡 = 1.0 × 10−5 
粘性係数 𝜇 = 0 
体積粘性係数 𝜇𝛽 = 0 
熱伝導係数 𝜆 = 0 
くさび角 𝜃𝑤 = 10°, 20°, 30° 
上流マッハ数 𝑀0 = 2.54, 3.38,4.23, 5.07 
クーラン数𝐶𝐹𝐿𝑐0 𝐶𝐹𝐿𝑐0 = 8.57 × 10
−3 
クーラン数𝐶𝐹𝐿𝑀0 
𝐶𝐹𝐿𝑀0 = 1.81 × 10
−2, 2.46 × 10−2, 
3.04 × 10−2, 3.70 × 10−2 
クーラン数𝐶𝐹𝐿𝑣1 𝐶𝐹𝐿𝑣1 = 3.62 × 10
−3 
クーラン数𝐶𝐹𝐿𝑣2 𝐶𝐹𝐿𝑣2 = 7.25 × 10
−3 
クーラン数𝐶𝐹𝐿𝑣3 𝐶𝐹𝐿𝑣3 = 7.25 × 10
−1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig5.3 Calculation condition for two-dimensional flow over a wedge 
 
𝛽 
𝑀0 
𝜃𝑊  
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Fig.5.3 Calculation lattice for two-dimensional supersonic flow over a 
wedge: (a) 𝜃𝑤 = 10° (b) 𝜃𝑤 = 20° (c) 𝜃𝑤 = 30° 
 
 
(a) 
(b) 
(c) 
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5.3.2  計算結果と考察 
 前節までの計算条件および境界条件を用いて，D2Q19 によるくさびを過ぎる
2 次元非粘性超音速流れの解析を行った． 
 まず，離散分子速度および仮想内部エネルギーを D1Q7 と同様の設定で計算を
行ったが，𝑀0 = 5.1かつ𝜃𝑤 = 30°場合では不安定となってしまった．そこで，仮
想内部エネルギー𝜂 = 1.65 → 𝜂 = 1.0とすると，計算が安定するようになった．
したがって，安定に計算できる離散分子速度および仮想内部エネルギーの設定
はやはり問題ごとに変わってしまう．以後の結果は𝑣1 = 0.5 , 𝑣2 = 1.0, 𝑣3 = 100
かつ𝜂 = 1.0で行った．計算は衝撃波の形状が定常となるまで行った．𝜃𝑤 = 10°で
はおよそ無次元時間𝑡 = 1程度，𝜃𝑤 = 30°では𝑡 = 2程度になるまで計算した． 
Fig5.4(a-d)に𝑀0 = 4.2かつ𝜃𝑤 = 10°の場合と𝑀0 = 5.1かつ𝜃𝑤 = 30°の場合に
おける無次元圧力分布𝑝を示す．Fig5.3 からはどの上流マッハ数においても，く
さび角が小さい場合は衝撃波が厚くなまっており，くさび角が大きい場合は鮮
明に衝撃波が捉えられているのが分かる．第 4 章で D1Q7 の誤差について考察
したが，同様の 4 次の拡散項に類する誤差が D2Q19 にも発生しているはずであ
る．加えて，差分式は 2 方向の空間微分を計算するため，4 次の数値拡散の影響
は単純計算で 2 倍になる．したがって，比較的弱い衝撃波となるくさび角が小
さい場合で，拡散の影響を大きく受けたものと考えられる．また，𝑀0 = 2.54か
つ𝜃𝑤 = 30°では衝撃波が計算格子上部にぶつかり反射している．上部の境界は初
期条件と同様なので，この部分の数値解に意味はない．衝撃波の上流方向に変
化が伝搬しないので，衝撃波が反射しても，それ以前に形成された衝撃波形状
は変化しない．しかしながら，衝撃波の広がりをある程度考慮して計算格子を
作成すべきであると言える． 
次に Fig.5.5 にくさび角と衝撃波角との関係を示す．斜め衝撃波理論から算出
できる理論値は． 
 
𝑡𝑎𝑛𝜃𝑤 =
2
𝑡𝑎𝑛𝛽 
𝑀0
2 sin2 𝛽 − 1
𝑀0
2(𝛾 + 𝑐𝑜𝑠2𝛽) + 2
  (5.28) 
から各上流マッハ数に対して計算し，実線で示した．プロットは各上流マッハ
数およびくさび角に相当する D2Q19 による数値解である．衝撃波角はくさび長
の半分の間隔程度開けて，鉛直方向に切った 2 つの圧力分布から衝撃波位置を
取り出して算出した．Fig.5.6 から数値解によるプロットは斜め衝撃波理論の値
と非常によく一致していることが確認できる．続けて，Fig5.5 に斜め衝撃波理
論から計算できる上流圧力𝑝0と衝撃波通過後の下流圧力𝑝1の関係を計算結果と
比較した．斜め衝撃波理論の値は 
 𝑝1 − 𝑝0
𝑝0
=
2𝛾
𝛾 + 1
(𝑀0
2 sin2 𝛽 − 1) (5.29) 
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から計算し，実線で各上流マッハ数毎に示した．プロットは鉛直方向に切った
圧力分布から抽出した，衝撃波通過後の圧力である．Fig5.5 からプロット値と
理論値がよく一致していることが分かる． 
したがって，D2Q19 は D1Q7 と比べると数値粘性の影響から，弱い衝撃波は
鈍りやすいが，圧縮性流体の現象を再現性良く捉えられることが分かった．ま
た，自由分子型 LBM の期待される特徴として，2 次元モデルである D2Q19 に
おいても有限幅の時間ステップで収束性よく非粘性流れの計算が可能であるこ
とが確認できた．2 次元計算の特徴であるが CFL 条件などが次元が上がるほど
厳しくなることから，D1Q7 と比べると D2Q19 は時間ステップ小さくとらなけ
ればならない． 
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(a) 
 
 
 
 
1.92 1.00 3.45 1.00 
6.00 0.997 
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(b) 
 
2.31 1.00 4.37 1.00 
7.67 1.00 
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(c) 
 
 
 
2.78 1.00 5.65 1.00 
10.48 1.00 
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(d) 
 
 
 
 
Fig5.4 Numerical results dimensionless pressure 𝑝 for the two-dimensional flow 
over the wedge for 𝜃𝑤 = 10°, 20°  and 30° : (a) 𝑀0=2.54 (b)𝑀0=3.38 
(c)𝑀0=4.23 (d)𝑀0=5.07 
 
 
 
3.19 0.998 7.28 0.997 
14.171 0.594 
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0 20 40 60 80
10
20
30
40
〇:𝑀0 = 5.07 
◇:𝑀0 = 4.23 
△:𝑀0 = 3.38 
□:𝑀0 = 2.54 
  
𝜃𝑤 
𝛽 
Fig.5.5 Comparison of numerical results with theoretical values on 
angle 𝛽 of shock waves versus wedge angles 𝜃𝑤 for various upwind 
Mach numbers 𝑀0. The solid line represents the oblique shock theory. 
The circles, diamonds, triangles and squares are the results of D2Q19 
for 𝑀0 = 2.54, 3.38 4.23 and 5.07, respectively. 
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5.4 円柱を過ぎる 2 次元非粘性超音速流れ 
超音速流れにおいて，くさびのような鋭角を持つ物体では，物体に付着した
衝撃波が発生するが，円柱のような丸みのある物体の周りには物体から離れた
離脱衝撃波が発生することが知られている[13]．この現象の再現を D2Q19 で計算
してみよう． 
 
5.4.1 問題設定 
 2 次元の円柱まわりを過ぎる超音速一様流により発生する離脱衝撃波の解析
を行う(Fig.5.7)． 
 計算には，対称性を考慮に入れ，円柱中心を原点とした C 型格子を用いた．
0 20 40 60 80
10
20
+: theoritical value 
〇:𝑀0 = 5.07 
◇:𝑀0 = 4.23 
△:𝑀0 = 3.38 
□:𝑀0 = 2.54 
 
𝑝1
𝑝2
 
𝛽 
Fig5.6 Comparison of numerical results with theoretical values on angle 
𝛽 of shock waves and pressure ratio 𝑝1/𝑝0 for various Mach number 
𝑀0. 
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計算領域は Fig.5.8 に示した．上流マッハ数が小さいほど，離脱衝撃波は鉛直方
向に広がることが実験値から予測されるため，衝撃波が右側の流出境界を通る
ように，𝑀0 ≥3.0 では Fig.5.8(a)の格子を，𝑀0 <3.0 では Fig.5.8(b)の格子を用
いた．円柱後方には10𝐿0の計算領域を確保した．物体表面において，すべり条
件を課し，一様流入境界において，密度，温度が一様なる 2 原子分子気体
(𝛾 = 1.4), 𝜌 = 𝜌0, 𝑇 = 𝑇0,(𝑢1, 𝑢2) = (𝑈, 0)を課した．境界条件の設定の詳細につい
ては 5.3.3 節で解説したものと同様である．また．非粘性を仮定しているので，
𝜇 = 𝜇𝐵 = 𝜆 = 0 としている．この問題は Mach 数により特徴づけられる． 
上流マッハ数について 5.2 節の定義の無次元速度𝑢0の定義から 
 
𝑀0 =
𝑢0
√𝛾
 . (5.30) 
であり，プログラム上では上流マッハ数に応じて無次元上流水平方向
流速𝑢0を与えた．鉛直方向流速は 0 とした．  
 計算条件を次に示す．初期流速を𝑀0 = 1.69, 2.00, 2.54, 3.00, 3.38, 4.22の 6
つの case について数値計算を行った．離散粒子速度および仮想内部エネルギー
は𝑣1
∗ = 0.5 , 𝑣2
∗ = 2.05, 𝑣3
∗ = 55および𝜂0
∗ = 1.0と設定した． 
 また本計算では第 3 章で解説した座標変換を用いて計算を行った． 
 
初期(上流)密度 
初期(上流)内部エネルギー 
比熱比 
円柱直径 
格子数 
最少格子間隔 
時間刻み 
𝜌0 = 1.0 
𝑒0 = 2.5 
𝛾 = 7/5 
𝐿0 = 1.0 
𝑖𝑚𝑎𝑥 × 𝑗𝑚𝑎𝑥 = 501 × 301 
𝛥𝑚𝑖𝑛 = 0.0023(Fig. A. 1(a)), 0.0030(Fig. A. 1(b)) 
𝛥𝑡 = 8.0 × 10−5 
音速 c0 = √1.4 
粘性係数 𝜇 = 0 
体積粘性係数 𝜇𝛽 = 0 
熱伝導係数 𝜆 = 0 
初期上流マッハ数 𝑀0 = 1.69,2.00,2.54, 3.00,3.38,4.22 
クーラン数𝐶𝐹𝐿𝑐0 𝐶𝐹𝐿𝑐0 = 4.12 × 10
−2, 3.16 × 10−2 
クーラン数𝐶𝐹𝐿𝑀0 
𝐶𝐹𝐿𝑀0 = 4.51 × 10
−2, 5.33 × 10−2, 6.77 × 10−2,  
1.04 × 10−1, 1.18 × 10−1,1.47× 10−1 
クーラン数𝐶𝐹𝐿𝑣1 𝐶𝐹𝐿𝑣1 = 1.74 × 10
−2,1.33× 10−2 
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クーラン数𝐶𝐹𝐿𝑣2 𝐶𝐹𝐿𝑣2 = 7.13 × 10
−2.5.47× 10−2 
クーラン数𝐶𝐹𝐿𝑣3 𝐶𝐹𝐿𝑣3 = 1.91, 1.47 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝐿0 
𝑀0 
Specular reflection 
Slip condition 
Fig.5.7 Boundary condition for the from near the circular cylinder. 
Detouched shock 
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5.4 計算結果および考察 
自由分子型運動学的方程式により得られた数値解を実験式および理論値と比較
する．本計算では，垂直衝撃波とみなせる円柱前方でのマクロ量,離脱衝撃波に
特有なパラメータである離脱距離について比較，考察を行った．数値計算は無
次元時間t = 10程度まで計算を行った．  
 鈍頭物体まわりに発生する離脱衝撃波は，物体前方において垂直衝撃波とみ
なすことができる．ここで，垂直衝撃波前後における速度比と衝撃波の強さに
関する理論式を以下に示す． 
(a) 
(b) 
Fig.5.8 Calculation lattice for two-dimensional supersonic flow over a circular 
cylinder. (a)𝑀0 ≥ 3.00 (b)𝑀0 < 3.00 
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 𝑀0
𝑀1
=
(𝛾 + 1)𝑀0
2
(𝛾 − 1)𝑀0
2 + 2
 (5.31) 
 
𝜁 =
𝑝1 − 𝑝0
𝑝0
=
2𝛾
𝛾 + 1
(𝑀0
2 − 1) (5.32) 
ただし，𝜁は衝撃波の強さを表し，添え字 0,1 はそれぞれ上流側，下流側を表す． 
Table 5.1 に円柱，理論値および相対誤差の値を各 Mach 数について示す．また，
各 Mach 数における円柱前方におけるマクロ量の分布を Fig.5.9(a~f)に示す．物
体前方において，衝撃波の強さに関しては，理論値との誤差が比較的小さく，
良い一致を得ていると考えられる．一方で，下流 Mach 数については誤差が大
きく，Mach 数が上がるとより誤差が大きくなっていることがわかる．これらの
誤差の原因は温度分布，密度分布において，衝撃波近傍でオーバーシュートが
発生している点にあると考えている． 
誤差の原因が格子依存性にあると考え，円柱において，𝑀1 = 4.22の Fig.A.3(a)
について，格子点を各方向に 2 倍した格子(𝑖𝑚𝑎𝑥 × 𝑗𝑚𝑎𝑥 = 1001 × 601)を用いて
計算を行った．このときの最少格子間隔は𝛥𝑚𝑖𝑛 = 0.0012であった．その他のパ
ラメータは同様である．結果を Table 5.2,Fig.5.9(g)に示す．Table 5.2 の結果か
ら，格子点を増やし，格子幅を小さくすることで，誤差が小さくなっているこ
とがわかる．また，Fig.5.9(f),(g)の比較から，密度分布における衝撃波近傍での
数値振動が見られない．以上から，格子依存性による誤差であったと考えられ
る．格子数を増やし，格子幅を小さくすることで，理論値に近づくと考えられ，
妥当な結果であると言える．ただし，格子数を増やし，格子幅を小さくするこ
とは，計算量を膨大に増やすことになるので，衝撃波を捉える場合，格子を工
夫することが必要であることがわかった．また，Fig.5.10 に円柱回りの圧力の 2
次元分布を示す．ここで、𝑀0 = 1.69~2.54 と𝑀0 = 3.00~4.22では図の縮尺が異
なっている．自由分子型運動学的方程式による手法が精度よく衝撃波を捉えて
いることが確認できる． 
 次に，鈍頭物体を過ぎる超音速流れでは，物体表面に付着する接触衝撃波は
観測されず，物体より一定の距離だけ離れた離脱衝撃波が発生すると知られて
いる．ここで，物体と衝撃波との距離は離脱距離と呼ばれている．この離脱距
離𝛿は以下に示す実験式が求められている[4]． 
 𝛿
𝑅
= 0.386 𝑒𝑥𝑝 (
4.67
𝑀1
2 ) (5.33) 
ここで，𝑅は円柱の半径(𝐿/2)，𝑀0は上流側での Mach 数である． 
 Fig.5.11 に結果を示す．実験式と比較すると多少の誤差はあるものの，よく
一致していることが分かり．現象再現性が高いことを確認した． 
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Table 5.1 Comparison of numerical results with theoretical values forvarious 
upwind Mach numbers 𝑀0: (a) 𝑀0 = 1.69, (b) 𝑀0 = 2.00, (c) 𝑀0 = 2.54,(d) 𝑀0 =
3.00, (e) 𝑀0 = 3.38, (f) 𝑀0 = 4.22. 
(a) 
𝑀0 = 1.69 Circular cylinder Theoretical value Error 
𝑀1 0.738 0.775 4.77% 
𝜁 2.251 2.165 3.97% 
 
(b) 
𝑀0 = 2.00 Circular cylinder Theoretical value Error 
𝑀1 0.707 0.750 5.73% 
𝜁 3.611 3.500 3.17% 
 
(c) 
𝑀0 = 2.54 Circular cylinder Theoretical value Error 
𝑀1 0.687 0.751 8.52% 
𝜁 6.542 6.333 3.30% 
 
(d) 
𝑀0 = 3.00 Circular cylinder Theoretical value Error 
𝑀1 0.715 0.777 8.67% 
𝜁 9.563 9.333 2.46% 
 
(e) 
𝑀0 = 3.38 Circular cylinder Theoretical value Error 
𝑀1 0.734 0,810 9.38% 
𝜁 12.49 12.16 2.71% 
 
(f) 
𝑀0 = 4.22 Circular cylinder Theoretical value Error 
𝑀1 0.810 0.902 10.2% 
𝜁 20.14 19.67 2.39% 
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Table 5.2 Comparison of numerical results with theoretical values for 
𝑀0 = 4.22  with fine lattice (i𝑚𝑎𝑥 × 𝑗𝑚𝑎𝑥 = 1001 × 601). 
𝑀0 = 4.22 Circular cylinder Theoretical value Error 
𝑀1 0.8525 0.902 5.5% 
𝜁 19.84 19.67 0.86% 
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(c) 
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(d) 
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(f) 
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(g) 
 
Fig.5.9 Dimensionless pressure deviation 𝑝 − 1, density 𝜌, temperature 
𝑇 and horizontal velocity 𝑢/√𝛾 vs 𝑥 for various upwind mach numbers 
𝑀0: (a) 𝑀0 = 1.69, (b) 𝑀0 = 2.00, (c) 𝑀0 = 2.54, (d) 𝑀0 = 3.00, (e) 𝑀0 = 3.38, 
(f) 𝑀0 = 4.22, (g) 𝑀0 = 4.22  with fine lattice (𝑖𝑚𝑎𝑥 × 𝑗𝑚𝑎𝑥 = 1001 × 601) : 
□ is the circular cylinder,  
 
 
 
 
𝑥 
𝑥 
𝑥 
𝑥 
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(a) 
(b) 
4.64 -0.943 
3.16 -0.933 
- 103 - 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
7.75 -0.960 
(c) 
(d) 
11.1 -0.973 
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(e) 
14.2 -0.987 
22.4 -1.00 
(f) 
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(g) 
Fig.5.10 Pressure distribution 𝑝 for various upwind Mach number 𝑀1: 
(a)  𝑀1 = 1.69 , (b)  𝑀1 = 2.00 , (c)  𝑀1 = 2.54 , (d)  𝑀1 = 3.00 , (e)  𝑀1 = 3.38 , 
(f) 𝑀1 = 4.22, (g) 𝑀1 = 4.22  with fine lattice (𝑖𝑚𝑎𝑥 × 𝑗𝑚𝑎𝑥 = 1001 × 601). 
22.4 -0.980 
Fig.5.11 The relationship between the Mach number 𝑀0   and the 
stand-off distance 𝛿/𝐿0 of the shock. 
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5.4 結論 
 本章では，第 4 章の D1Q7 に続いて，第 2 章の流体力学的パラメータを自由
に設定できる熱流体モデルの定義から自由分子型LBMの2次元熱流体モデルで
ある D2Q19 を開発した．BGK 型熱流体モデルの多くはプラントルが 1 に固定
されたり，比熱比が次元数に固定されてしまい，任意に設定することができな
い．そこで，仮想内部エネルギー𝜂𝑚
 を導入し，流体力学的パラメータを自由に
設定できる曽根の理論を基にした D2Q19 は粘性係数や比熱比などのパラメー
タを任意に設定できるようになった．また第 3 章で議論したように自由分子型
LBM である D2Q19 は高 Re 数流れにおいて時間ステップを大きくとり収束性
よく計算できることが期待される． 
くさびを過ぎる 2次元非粘性超音速流れの数値計算を行った．計算において，
1 次元の計算よりクーラン数を小さくしなければならなかったものの，D2Q19
は非粘性流れの計算が可能であった．また，計算結果は斜め衝撃波理論の理論
値とよく一致し，現象再現性が良く計算可能であった．したがって，BGK 型
LBM では収束性の問題で困難であった非粘性流れの計算を自由分子型運動学
的方程式を用いた計算手法で解決できることを 2 次元モデルでも確認した．一
方で，捉えられた衝撃波を観察すると，上流マッハ数が小さい，もしくは，く
さび角が小さい比較的弱い衝撃波が発生する場合には，衝撃波鈍りやすいこと
が分かり，第 4 章で議論した 4 次の数値拡散項が影響していると考えられる．  
 続いて，円柱を過ぎる 2 次元非粘性音速流れの数値計算を行った．くさびの
場合の接触衝撃波ではなく，円柱の場合は離脱衝撃波が発生する．計算の結果，
D2Q19 の計算により離脱衝撃波が模擬でき，物体前方のマクロ量の変化および
離脱衝撃波距離において理論値および実験値とよく一致し，実際現象をよく再
現できているといえる． 
 したがって，D2Q19 は期待していた通り，高 Re 数流れといえる非粘性流れ
の計算を有限幅の時間ステップで計算可能であり，BGK 型 LBM の高 Re 数で
時間ステップを小さくしなければならない制約を取り除かれていることが分か
った．また．比熱比に関しても，BGK 型 LBM は次元数により固定されるが，
D2Q19 は任意に比熱比を決定することができ，空気の比熱比を入力できた． 
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第 6 章 自由分子型熱流体 3次元 LBM(D3Q37)  
 
6.1 緒言 
 第 5 章では，第 4 章に引き続き，曽根の理論に基づいた熱流体モデルである
自由分子型 D2Q19 を用いて，2 次元非粘性流れの計算を行い，衝撃波前後のマ
クロ量からよい再現性を見た．本章では，続いて片岡が提案している自由分子
型運動学的方程式を用いた 3 次元熱流体モデル[13]の計算を行う．BGK 型熱流体
モデルでは困難で合った 3 次元非粘性超音速流れの計算を行い，自由分子型
LBM の性能の評価・考察を行う． 
 
6.2 自由分子型熱流体 D3Q37 
 第2章の熱流体モデルの定義から分子の仮想内部エネルギー𝜂を導入すること
で，流体力学的なパラメータである粘性係数，体積粘性係数および熱伝導係数
を自由に選択ができる．このことに着目し，片岡は D1Q7 と同様に自身の BGK
型LBMを基に3次元自由分子型熱流体モデル(D3Q37)を与えた．しかしながら，
D3Q37 は計算例が少なく詳しい性能は明らかではない．本章では D3Q37 を用
いて，物体を過ぎる 3 次元超音速非粘性流れをベンチマーク計算として行う 
 初めに，解きたい 3 次元圧縮性 NS 方程式系を示す． 
 𝜕𝜌∗
𝜕𝑡∗
+
𝜕𝜌∗𝑢𝑖
∗
𝜕𝑥𝑖
∗ = 0 , (6.1) 
 𝜕𝜌∗𝑢𝑖
∗
𝜕𝑡∗
+
𝜕𝜌∗𝑢𝑖
∗𝑢𝑗
∗
𝜕𝑥𝑖
∗ = −
𝜕𝑃𝑖𝑗
∗
𝜕𝑥𝑖
∗ , (6.2) 
 
𝜕
𝜕𝑡∗
[𝜌∗ (𝑒∗ +
𝑢𝑗
2∗
2
)] +
𝜕𝛱𝑖
∗
𝜕𝑥𝑖
∗ = 0 , , (6.3) 
 (𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1,2,3の総和規約)  
ここで， 
 
𝑝∗ = 𝜌∗𝑇∗, 𝑒∗ =
𝛼∗𝑇∗
2
, (6.4) 
 
𝑃𝑖𝑗
∗ = 𝑝∗𝛿𝑖𝑗 − 𝜇
∗ (
𝜕𝑢𝑖
∗
𝜕𝑥𝑗
∗ +
𝜕𝑢𝑗
∗
𝜕𝑥𝑖
∗ −
2
3
𝜕𝑢𝑘
∗
𝜕𝑥𝑘
∗) + 𝜇𝛽
∗ 𝜕𝑢𝑘
∗
𝜕𝑥𝑘
∗  , (6.5) 
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𝛱𝑖
∗ = 𝜌∗ (𝑒∗ +
𝑢𝑖
2∗
2
)𝑢𝑖
∗ + 𝑝∗𝑢𝑖
∗ 
−𝑢𝑖
∗ [𝜇∗ (
𝜕𝑢𝑖
∗
𝜕𝑥𝑗
∗ +
𝜕𝑢𝑗
∗
𝜕𝑥𝑖
∗ −
2
3
𝜕𝑢𝑘
∗
𝜕𝑥𝑘
∗) + 𝜇𝛽
∗ 𝜕𝑢𝑘
∗
𝜕𝑥𝑘
∗ ] + 𝜆
∗
𝜕𝑇∗
𝜕𝑥𝑖
∗  , 
(6.6) 
 
𝛾 =
𝛼 + 2
𝛼
 . (6.7) 
𝛼は任意で決められる定数であり，対象の流体粒子に応じ，操作する．無次元変
数 は 𝜌∗ = 𝜌/𝜌0 , 𝑢𝑖
∗ = 𝑢𝑖/√𝑅𝑇0 , e
∗ = 𝑒/𝑅𝑇0 , 𝑝
∗ = 𝑝/𝜌0𝑅𝑇0 , 𝑥𝑖
∗ = 𝑥𝑖/𝐿0 , 
𝑡∗ = 𝑡√𝑅𝑇0/𝐿0, 𝜇
∗ = 𝜇/𝜌0√𝑅𝑇0𝐿0, 𝜇𝛽
∗ = 𝜇𝛽/𝜌0√𝑅𝑇0𝐿0, 𝜆
∗ = 𝜆/𝜌0√𝑅𝑇0𝐿0である． 
 次に無次元 1 次元圧縮性 NS 方程式系(4.1-7)を満たす D1Q7 で用いる運動学的
方程式は 
 𝜕𝑓𝑚
∗
𝜕𝑡∗
+ 𝜉1𝑚
∗
𝜕𝑓𝑚
∗
𝜕𝑥𝑖
∗ = 0 (6.8) 
である．ここで，𝑓𝑚
∗ = 𝑓/𝜌0, 𝜉1𝑚
∗ = 𝜉𝑖𝑚/√𝑅𝑇0である． 
 次に，D3Q37 の平衡分布関数𝑓𝑐
∗が満たすべきマクロ量とフラックスの定義は 
 
𝜌∗ = ∑ 𝑓𝑚
𝑐∗
36
𝑚=0
 (6.9) 
 
𝜌∗𝑢𝑖
∗ = ∑ 𝑓𝑚
𝑐∗𝜉𝑖𝑚
∗
36
𝑚=0
 (6.10) 
 
𝜌∗ (𝑒∗ +
𝑢𝑖
∗2
2
) = ∑ 𝑓𝑚
𝑐∗ (
𝜉𝑖𝑚
∗ 2 + 𝜂𝑚
∗ 2
2
)
36
𝑚=0
 (6.11) 
 
𝜌∗𝑢𝑖
∗𝑢𝑗
∗ + 𝑃𝑖𝑗
∗ = ∑ 𝑓𝑚
𝑐∗𝜉𝑖𝑚
∗ 𝜉𝑗𝑚
∗
36
𝑚=0
 (6.12) 
 
Π𝑖
∗ = ∑ 𝑓𝑚
𝑐∗ (
𝜉𝑖𝑚
∗ 2 + 𝜂𝑚
∗ 2
2
)
36
𝑚=0
𝜉𝑖𝑚
∗  (6.13) 
と表される．ここで，𝜂𝑚
∗ = 𝜂𝑚/√𝑅𝑇0である． 
 そして，上記の定義を満たす D3Q37 の平衡分布関数𝑓𝑐
∗とそれに対応する離散
分子速度𝜉𝑖𝑚
∗ および仮想内部エネルギー𝜂𝑚
∗ 2は 
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𝑓𝑚
𝑐∗ = (3𝜌∗𝑒∗ − 𝑃𝑘𝑘
∗ )
𝜂𝑚
∗
𝜂0
∗2
 
+𝐶 {
1
3
[𝜌∗ −
(3𝜌∗𝑒∗ − 𝑝∗)
𝜂0
∗2
] 𝜉𝑘𝑚
∗ 4 + (2𝛱𝑖
∗ + 𝜌∗𝑢𝑖
∗𝜉𝑘𝑚
∗ 2)𝜉𝑖𝑚
∗  
+ [
5
2
(𝜌∗𝑢𝑖
∗𝑢𝑗
∗ + 𝑃𝑖𝑗
∗ ) −
𝜌∗𝑢𝑘
∗2 + 𝑃𝑘𝑘
∗
2
𝛿𝑖𝑗] 𝜉𝑖𝑚
∗ 𝜉𝑗𝑚
∗ } , 
(6.14) 
 
𝐶 =
{
 
 
 
 
 
 
 
 
                   0                          for|𝜉𝑖| = 0 ,
−𝑣2
∗2 − 𝑣3
∗2
4𝑣1
∗2(𝑣1
∗2 − 𝑣2
∗2)(𝑣1
∗2 − 𝑣3
∗2)
    for|𝜉𝑖| = 𝑣1
∗ ,
−𝑣3
∗2 − 𝑣1
∗2
4𝑣2
∗2(𝑣2
∗2 − 𝑣3
∗2)(𝑣2
∗2 − 𝑣1
∗2)
    for|𝜉𝑖| = 𝑣2
∗ ,
−𝑣1
∗2 − 𝑣2
∗2
4𝑣3
∗2(𝑣3
∗2 − 𝑣1
∗2)(𝑣3
∗2 − 𝑣2
∗2)
    for|𝜉𝑖| = 𝑣3
∗ ,
, (6.15) 
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(𝜉1𝑚, 𝜉2𝑚, 𝜉3𝑚) =
{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                           0                           (𝑚 = 0)                
𝑥1𝑥2 plane ∶                                                                    
±𝑣1
∗√𝜙
5
1
4
 , ±𝑣1
∗ 1
5
1
4√𝜙
 , 0   (𝑚 = 1 − 4)      
±𝑣2
∗√𝜙
5
1
4
 , ±𝑣2
∗ 1
5
1
4√𝜙
 , 0   (𝑚 = 5 − 8)      
±𝑣3
∗√𝜙
5
1
4
 , ±𝑣3
∗ 1
5
1
4√𝜙
 , 0 (𝑚 = 9 − 12)      
𝑥2𝑥3 plane ∶                                                                     
 0 , ±𝑣1
∗√𝜙
5
1
4
 , ±𝑣1
∗
1
5
1
4√𝜙
  (𝑚 = 13 − 16)     
0 , ±𝑣2
∗√𝜙
5
1
4
 , ±𝑣2
∗
1
5
1
4√𝜙
  (𝑚 = 17 − 20)    
 
0 , ±𝑣3
∗√𝜙
5
1
4
 , ±𝑣3
∗
1
5
1
4√𝜙
  (𝑚 = 21 − 24)    
𝑥3𝑥1 plane ∶                                                                     
±𝑣1
∗
1
5
1
4√𝜙
 , 0 , ±𝑣1
∗√𝜙
5
1
4
  (𝑚 = 25 − 28)     
±𝑣2
∗
1
5
1
4√𝜙
 , 0 , ±𝑣2
∗√𝜙
5
1
4
  (𝑚 = 29 − 32)     
±𝑣3
∗
1
5
1
4√𝜙
 , 0 , ±𝑣3
∗√𝜙
5
1
4
  (𝑚 = 33 − 36)     
 
 
𝜙 =
1 + √5
2
   , 
(6.16) 
 
𝜂𝑚
∗ = {
𝜂0
∗   (𝑚 = 0),
0  (𝑚 ≠ 0).
  (6.17) 
仮想内部エネルギー𝜂𝑚
∗ 2の値は実際の内部エネルギーとは関連がなく，値は任意
で設定できる．離散分子速度分布は Fig6.1 に示す．𝑣1
∗, 𝑣2
∗ , 𝑣3
∗は D3Q37 では任
意の値を設定できるが，流体力学的パラメータとの関連はない．しかしながら，
計算の安定性にはいくらか関係している．本章では，問題設定時に条件を設定
した． 
 仮想内部エネルギー𝜂𝑚
∗ 2の導入により 3 次元モデルにおいても流体力学的パ
ラメータを任意に設定できる D3Q37 を定義することができた．また自由分子型
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LBM の特徴である高 Re 数に置いて時間ステップを大きく取ることが可能とい
う利点も有していると考えられる．したがって，次節では高 Re の極限である非
粘性の問題である円錐を過ぎる 3次元非粘性超音速流れの計算行う．次節以降，
上述の無次元化を施しているが，アスタリスク(*)を省いて記述する． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
6.2.1 差分法 
本章の計算では，これまでの章と同様に時間微分についてはオイラー陽解法
を，空間微分については空間 3 方向にそれぞれ 3 次精度風上差分法を採用する． 
 
6.2.2 境界条件 
Fig6.1 Distribution of discrete molecular velocities for 3D37V. 
0 
𝑣1 
𝑣2 
𝑣3 
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 本章での円錐を過ぎる非粘性超音速流れの計算では，圧縮性 Euler 方程式系
の計算と一致するため，壁面での速度についてはすべり条件を与える．すなわ
ち，物体表面では鏡面境界条件を用いて境界上においても計算を行う．円錐の
始点および極上では対称な位置が一意に決まらないため，近傍の物理量からの
平均を取って簡単に与えた．上流側の境界条件は初期条件を入力し続け，流出
境界では第 5 章の境界条件で示した外挿法によって近似的に計算を行った．  
 
6.2.3 座標変換 
 本章の計算ではくさび表面に沿って境界適合格子を用いているので，座標変
換が必要である．その際，物理空間内で定義された計算領域を，格子間隔 1 の
長方形および正方形計算空間に写像し，その計算空間内の等間隔直交座標上で
数値計算を行う．本章で用いる座標変換は第 3 章の座標変換で導いた 3 次元に
対応するものと同様である． 
 
 
6.3 円錐を過ぎる 3 次元非粘性超音速流れ 
 本節では，前節で定義した片岡の自由分子型熱流体 LBM の D3Q37 を用いて
円錐を過ぎる 3 次元非粘性超音速流れの数値解析を行う．円錐を過ぎる超音速
流れではくさびの場合と同様に，斜め衝撃波が発生することが知られている．
しかし，3 次元的な膨張の効果が加わるため，気体力学の斜め衝撃波理論ではな
く Taylor-Maccoll の理論(14,15)に従う．本節では Taylor-Maccoll の理論から物理
量を計算し，D2Q19 の計算から得た数値解がその理論を満たすか検証し，
D2Q19 の性能を評価・考察を行う． 
 
6.3.1 問題設定 
3 次元空間において，Fig6.2 に示すように任意の半頂角を与えた円錐を設定
し，上流に任意のマッハ数を与えた流れを入力する．くさびを過ぎる超音速流
れと同様に，衝撃波が発生し，円錐角に応じて，衝撃波角が変化する．しかし
ながら，円錐の形状から膨張の 3 次元効果が加わり，くさび場合とは変化の振
る舞いが異なる．円錐周りの物理量は Taylor-Maccoll の理論(14)(15)に従う．理論
を再現性を調べるため，上流マッハ数は𝑀0 = 2.0,2.5,3.0, 3.5,4.0, 4.5の 6 パターン
と半頂角𝜃𝑐 = 10°, 20°, 30°についての 3 パターンの計 18 パターン設定して，数
値計算を行った．離散粒子速度および仮想内部エネルギーは𝑣1
∗ = 0.5 , 𝑣2
∗ = 2.05, 
𝑣3
∗ = 55および𝜂0
∗ = 1.0設定した． 
以下に計算条件を示す．本章の計算では計算を簡単にするため，体積粘性係
数および熱伝導係数を 0 と設定した．すなわち，圧縮性 Euler 方程式系を解く
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ことに相当する． 
 差分法の計算は座標変換を行ってするが，軸上では点が重なるため，メトリ
クスが定義できない．したがって，軸上および境界上は差分計算を行わず，渡
利らの外挿(31)によりマクロ量を与えている． 
上流マッハ数の定義は 
 
𝑀0 =
𝑢0
√𝛾
 . (6.18) 
であり，上流マッハ数に応じて上流無次元水平方向流速𝑢0を与える．
鉛直方向流速および奥行方向流速は 0 とした． 
本章の計算では，差分計算法として時間微分についてはオイラー陽解法を，
空間微分については 3 次精度風上差分法を採用する． 
 
 
初期(上流)密度 𝜌0 = 1.0 
初期(上流)圧力 𝑝0 = 1.0 
初期(上流)内部エネルギー 𝑒0＝2.5 
格子数 𝑖𝑚𝑎𝑥 × 𝑗𝑚𝑎𝑥 × 𝑘𝑚𝑎𝑥 = 151 × 151 × 21 
最少格子間隔(代表長さ) ∆𝑥𝑚𝑖𝑛 = 6.67 × 10
−3 
時間ステップ ∆𝑡 = 4.0 × 10−5 
比熱比 𝛾 = 1.4 
音速 c0 = √1.4 
粘性係数 𝜇 = 0 
体積粘性係数 𝜇𝛽 = 0 
熱伝導係数 𝜆 = 0 
円錐の半頂角 𝜃𝑐 = 10°, 20°, 30° 
上流マッハ数 𝑀0 = 2.0,2.5,3.0, 3.5,4.0, 4.5 
クーラン数𝐶𝐹𝐿𝑐0 𝐶𝐹𝐿𝑐0 = 7.10 × 10
−3 
クーラン数𝐶𝐹𝐿𝑀0 
𝐶𝐹𝐿𝑀0 = 1.20 × 10
−2, 1.50 × 10−2, 1.80 × 10−2,  
2.10 × 10−2, 2.40 × 10−2,2.70× 10−2 
クーラン数𝐶𝐹𝐿𝑣1 𝐶𝐹𝐿𝑣1 = 3.00 × 10
−4 
クーラン数𝐶𝐹𝐿𝑣2 𝐶𝐹𝐿𝑣2 = 1.23 × 10
−2 
クーラン数𝐶𝐹𝐿𝑣3 𝐶𝐹𝐿𝑣3 = 3.30 × 10
−1 
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Fig6.2 Calculation condition for three-dimensional flow over a cone 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝛽 
𝑀0 
𝜃𝑐  
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(a) 
 
 
(b) 
 
 
(c) 
 
 
Fig.6.3 Calculation lattice for three-dimensional supersonic flow over a 
cone: (a) 𝜃𝑐 = 10° (b) 𝜃𝐶 = 20° (c) 𝜃𝑐 = 30° 
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6.3.2  計算結果と考察 
 前節までの計算条件および境界条件を用いて，D3Q37 による円錐を過ぎる 3
次元非粘性超音速流れの解析を行った．数値計算は無次元時間t = 8程度まで計
算を行った． 
Fig6.3 には𝑀0 = 4.0かつ𝜃𝑤 = 10°の場合と𝑀0 = 4.0かつ𝜃𝑤 = 30°の場合にお
ける無次元圧力分布𝑝を示す．Fig.6.3 からくさび過ぎる超音速流れで捉えた衝
撃波と同様に，前者では衝撃波が厚く捉えられているが，後者では，鮮明に捉
えられていることが分かる．したがって，D3Q37 の場合も常にモデルによる数
値粘性がかかっていると考えられ，比較的弱い衝撃波は影響を受けやすい．ま
た衝撃波直前と直後におけるスパイク状のアンダーシュート，オーバーシュー
トが D1Q7，D2Q19 に比べると大きくなっている． 
次に Fig6.4 衝撃波角と上流マッハ数の関係を示す．実線は Taylor-Maccoll の
理論から算出できる理論値である．プロットは各上流マッハ数およびくさび角
に相当する D3Q37 による数値解である．衝撃波角は円錐長の半分の間隔程度開
けて，鉛直方向に切った 2つの圧力分布から衝撃波位置を取り出して算出した．
Fig6.4 から 𝜃𝑐 = 10°, 20°の場合において，数値解によるプロットが
Taylor-Maccoll の理論の理論値と非常によく一致していることが確認できる．
一方で，𝜃𝑐 = 30°の場合には衝撃波角に関して数値解が理論値を下回った．
𝜃𝑐 = 30°の場合の全てのケースで下回っていることから，格子数の少なさと格子
形状のゆがみによるものであると考えられる．𝜃𝑐 = 10°, 20°場合ではよく一致し
ていることから，D3Q37 は D1Q7 や D2Q19 と比べると第 4 章で議論した数値
粘性の影響や，格子の形状の影響を受けやすいが，3 次元圧縮性流体の現象を再
現性良く捉えられると言える．また，自由分子型 LBM の期待される特徴として，
D3Q37 においても有限幅の時間ステップで収束性よく非粘性流れの計算が可能
であることが確認できた． 
最後に，くさびを過ぎる流れの場合上流マッハ数を 5.1 程度に設定しても計算
ができていたが，円錐を過ぎる流れの場合では，上流マッハ数を 4.5 程度が限界
であった．したがって，時間ステップの制約も D2Q19 より厳しいことから，
CFL 条件や 3 つの空間方向の数値拡散の影響から D2Q19 よりも時間ステップ
は小さく取らなければならない． 
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(a) 
0.988 1.29 
0.943 1.87 
0.867 2.69 
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(b) 
0.984 1.41 
0.909 2.26 
0.799 3.54 
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(c) 
0.972 1.54 
0.868 2.75 
0.708 4.62 
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(d) 
0.959 1.70 
0.813 3.33 
0.589 5.94 
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(e) 
0.920 1.88 
0.685 4.02 
0.589 5.94 
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(f) 
 
Fig.6.4 Numerical results dimensionless pressure 𝑝 for three-dimensional 
supersonic flow over a cone for 𝜃 = 10°, 20° and 30°: (a) 𝑀0 = 2.0, (b) 
𝑀0 = 2.5, (c) 𝑀0 = 3.0, (d) 𝑀0 = 3.5, (e) 𝑀0 = 4.0, (f) 𝑀0 = 4.5 . 
 
 
 
 
 
 
 
 
0.781 2.08 
0.310 4.81 
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Fig.6.5 Comparison of numerical results with theoretical values on the 
shock angle 𝛽  versus upwind Mach number 𝑀0  for various 
cone angles. The solid line represents Taylor-Maccoll 
theory(10,11).  The triangles, circles and squares are the results 
of 3D37V for 𝜃𝑐 = 10°, 20° and 30°, respectively. 
 
 
𝜃𝑐 = 10° 
𝜃𝐶 = 20° 
𝜃𝑐 = 30° 
𝛽 
𝑀0 
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6.4 球を過ぎる 3 次元非粘性超音速流れ 
超音速流れにおいて，丸みのある物体の周りには離脱衝撃波と呼ばれる物体
表面から離れた衝撃波が発生することは第 5 章 4 節の円柱を過ぎる超音速流れ
から明らかとなっている．円柱と球では，形状の変化の違いから，類似の離脱
衝撃波が得られるが衝撃波の強さおよび離脱衝撃波距離が異なる．球について
D3Q37 を用いて計算を行う． 
 
6.4.1 球を過ぎる流れの数値計算の問題設定 
 3 次元空間において，Fig.6.2 に示すように球を設定し，上流に任意のマッハ
数を与えた流れを入力する．マッハ数の大きさに依存した衝撃波離脱距離を持
つ離脱衝撃波が発生することが分かっている．この問題の支配パラメータは円
柱直径，上流マッハ数，および比熱比である．  
本節では，上流マッハ数を𝑀0 = 1.5, 1.8 ,2.0, 2.3, 2.5 の 5 パターンと格子依存性
を検証するため，格子数の異なる 2 つの計算格子を用いた計算の計 10 パターン
を設定した．比熱比は 2 原子分子を想定し，1.4 を与え，数値計算を行った．離
散粒子速度および仮想内部エネルギーは𝑣1
∗ = 0.5 , 𝑣2
∗ = 2.05, 𝑣3
∗ = 55および
𝜂0
∗ = 1.0と設定した． 
 以下に計算条件を示す．本章の計算では，体積粘性係数および熱伝導係数を 0
と設定した．すなわち，圧縮性 Euler 方程式系を解くことに相当する．Fig6.6
に計算格子を示す． 
差分法の計算は座標変換を行ってするが，軸上では点が重なるため，メトリ
クスが定義できない．したがって，軸上および境界上は差分計算を行わず，渡
利らの外挿(31)によりマクロ量を与えている． 
上流マッハ数について 6.2 節の定義の無次元速度𝑢0の定義から 
 
𝑀0 =
𝑢0
√𝛾
 . (6.19) 
であり，プログラム上では上流マッハ数に応じて無次元上流水平方向
流速𝑢0を与えた．鉛直方向速度および奥行方向速度は 0 とした．  
本章の計算では，差分計算法として時間微分についてはオイラー陽解法を，
空間微分については 3 次精度風上差分法を採用する． 
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初期(上流)密度 𝜌0 = 1.0 
初期(上流)圧力 𝑝0 = 1.0 
初期(上流)内部エネルギー 𝑒0＝2.5 
格子数 
𝑖𝑚𝑎𝑥 × 𝑗𝑚𝑎𝑥 × 𝑘𝑚𝑎𝑥 = 151 × 151 ×
21(FigB.1) , 301 × 301 × 21 
最少格子間隔 ∆𝑥𝑚𝑖𝑛 = 3.33 × 10
−3, 1.67 × 10−3 
球直径および代表長さ 𝐿0 = 1.0 
比熱比 𝛾 = 1.4 
音速 𝑐0 = √1.4 
時間ステップ ∆𝑡 = 𝛥𝑡 = 5.0 × 10−6 , 2.5 × 10−6 
粘性係数 𝜇 = 0 
体積粘性係数 𝜇𝛽 = 0 
熱伝導係数 𝜆 = 0 
上流マッハ数 𝑀0 = 1.5, 1.8 ,2.0, 2.3, 2.5 
クーラン数𝐶𝐹𝐿𝑐0 𝐶𝐹𝐿𝑐0 = 1.78 × 10
−3 
クーラン数𝐶𝐹𝐿𝑀0 
𝐶𝐹𝐿𝑀0 = 2.25 × 10
−2, 2.70 × 10−2, 
3.00 × 10−2, 3.45 × 10−2, 3.75 × 10−2 
クーラン数𝐶𝐹𝐿𝑣1 𝐶𝐹𝐿𝑣1 = 7.51 × 10
−4 
クーラン数𝐶𝐹𝐿𝑣2 𝐶𝐹𝐿𝑣2 = 1.50 × 10
−3 
クーラン数𝐶𝐹𝐿𝑣3 𝐶𝐹𝐿𝑣3 = 1.50 × 10
−1 
 
 
 
 
 
Fig.6.6 Calculation lattice around the sphere for 𝑖𝑚𝑎𝑥 × 𝑗𝑚𝑎𝑥 × 𝑘𝑚𝑎𝑥 =
151 × 151 × 21 
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6.4.2 計算結果と考察 
 前節までの計算条件および境界条件を用いて，D3Q37 による球を過ぎる 3 次
元非粘性超音速流れの解析を行った．数値計算は無次元時間t = 10程度まで計算
を行った． 
衝撃波離脱距離を抽出し，上流 Mach 数と衝撃波離脱距離の関係について実
験式(B.1)式の値との比較，(ⅱ)衝撃波角90°における衝撃波前後の各変数の値を
抽出，圧力比，密度比および温度比を算出し，垂直衝撃波理論と比較を行い，
考察する．球を過ぎる超音速流れで発生する衝撃波は離脱衝撃波となる．くさ
びや円錐を過ぎる超音速流れでは物体先端に付着する接触衝撃波である．接触
衝撃波の場合，気体の速さは衝撃波通過後でも超音速であるので，微分方程式
の形は流れの変化にかかわらず双曲型であり，解析解を求めることができる．
一方で，離脱衝撃波の場合，気体の速さが衝撃波通過後は亜音速になるので，
微分方程式の形は流れの変化によって双曲型から楕円型に変化し，解析解を求
めることは困難である．実際，衝撃波離脱距離に関する解析的な予測法はいま
だにない．しかし，過去の実験から衝撃波離脱距離に関する信頼できる実験式
が示されている[16]． 
 𝛿
𝐿0/2
= 0.143 exp(
3.24
𝑀1
2 ) (6.20) 
ここで，𝛿は衝撃波離脱距離，𝐿0は球の直径を表す．この式は第 5 章の(5.33)式
とは異なり，球の衝撃波離脱距離を表す．ここではこの実験式を用いて衝撃波
離脱距離に関しての比較，考察を行う．また，垂直衝撃波の関係式は球周りの
離脱衝撃波では一般的には成り立たないが，局所的に適用することができる．
すなわち衝撃波角が90°における衝撃波通過直後は垂直衝撃波の関係式を満た
す．各 Mach 数における円柱前方におけるマクロ量の分布および球回りの圧力
の分布をそれぞれ Fig.6.7(a~e)および Fig.6.8(a~e)に示す．計算結果から得られ
た上流 Mach 数と衝撃波離脱距離の関係について数値解と実験式(B.1)式を比較
する．Fig.6.9 に上流 Mach 数と衝撃波離脱距離の関係を示す．実線が実験式を
表している．□と◯は計算格子が𝑖𝑚𝑎𝑥 × 𝑗𝑚𝑎𝑥 × 𝑘𝑚𝑎𝑥 = 151 × 151 × 21の場合と
𝑖𝑚𝑎𝑥 × 𝑗𝑚𝑎𝑥 × 𝑘𝑚𝑎𝑥 = 301 × 301 × 21の場合の値を表しており，それぞれ 2 つず
つプロットしているのは衝撃波の厚さを表しているためである．Fig.B.3 から衝
撃波の始点における値が実験式とおおむね一致していることがわかる．衝撃波
の厚さは計算格子が𝑖𝑚𝑎𝑥 × 𝑗𝑚𝑎𝑥 × 𝑘𝑚𝑎𝑥 = 151 × 151 × 21の場合がおよそ 0.01～
0.02 で，𝑖𝑚𝑎𝑥 × 𝑗𝑚𝑎𝑥 × 𝑘𝑚𝑎𝑥 = 301 × 301 × 21の場合はほぼ 0.01 となっており，
後者の方がシャープに衝撃波を捉えられている．しかし，衝撃波離脱距離に関
しては影響が小さいため，𝑖𝑚𝑎𝑥 × 𝑗𝑚𝑎𝑥 × 𝑘𝑚𝑎𝑥 = 151 × 151 × 21の計算格子で十
分であるとわかった．以上から，3D37V モデルによる計算結果が上流 Mach 数
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と衝撃波離脱距離の関係について実験式を良く再現していることがわかる. 
 次に計算結果から得られた衝撃波角90°における衝撃波前後の圧力比，密度比
および温度比を理論解と比較する．Fig.6.10 にそれぞれの変数比と上流 Mach
数の関係を示す．実線は理論解を表している．□と◯は計算格子が𝑖𝑚𝑎𝑥 × 𝑗𝑚𝑎𝑥 ×
𝑘𝑚𝑎𝑥 = 151 × 151 × 21の場合と 𝑖𝑚𝑎𝑥 × 𝑗𝑚𝑎𝑥 × 𝑘𝑚𝑎𝑥 = 301 × 301 × 21の場合の
数値解を表している．Fig.6.10 から数値解と理論解がおおむね一致しているこ
とがわかる．多少ずれが見受けられるのは，本来垂直衝撃波を満たす点が衝撃
波の厚みと衝撃波面の数値振動に隠され，流れの各変数が変化した点が衝撃波
の終点となったためであると考えられる． 
以上から，3D37V モデルによる計算結果が垂直衝撃波前後の各変数比につい
て精度良く理論を再現していることがわかる. 
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(e) 
 
Fig.6.7 Dimensionless pressure 𝑝 , density 𝜌 , temperature 𝑇 , and Mach 
number 𝑢/√𝛾 vs dimensionless horizuntal displacement 𝑥 from the 
top of the sphere to the opposite flow direction at vertical distance 
𝑦 = 0  for various upwind Mach numbers 𝑀0 : (a) 𝑀0 = 1.5 , (b) 
𝑀0 = 1.8, (c)  𝑀0 = 2.0, (d) 𝑀0 = 2.3, (e) 𝑀0 = 2.5, with various lattices: 
□: 𝑖 × 𝑗 × 𝑘 = 151 × 151 × 21, ◯: 𝑖 × 𝑗 × 𝑘 = 301 × 301 × 21 . 
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Fig.6.8 Dimensionless pressure distribution 𝑝 for the sphere and various 
upwind Mach numbers 𝑀0: (a) 𝑀0 = 1.5, (b) 𝑀0 = 1.8, (c) 𝑀0 = 2.0, 
(d) 𝑀0 = 2.3, (e) 𝑀0 = 2.5 . 
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Fig.6.9 Comparison of numerical results with experimental equation 
on stand-off distance 𝛿/𝐿0 versus upwind Mach number 𝑀0:
□ : 𝑖𝑚𝑎𝑥 × 𝑗𝑚𝑎𝑥 × 𝑘𝑚𝑎𝑥 = 151 × 151 × 21, ○ : 𝑖𝑚𝑎𝑥 × 𝑗𝑚𝑎𝑥 ×
𝑘𝑚𝑎𝑥 = 301 × 301 × 21, ―: experimental equation. 
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Fig.6.10  Comparison of numerical results with theory on dimensionless 
macroscopic variables just after shock versus upwind Mach 
number 𝑀0 : (a) pressure ratio 𝑝 , (b) density ratio  𝜌 , (c) 
temperature ratio 𝑇, □: 𝑖𝑚𝑎𝑥 × 𝑗𝑚𝑎𝑥 × 𝑘𝑚𝑎𝑥 = 151 × 151 × 21, ○: 
𝑖𝑚𝑎𝑥 × 𝑗𝑚𝑎𝑥 × 𝑘𝑚𝑎𝑥 = 301 × 301 × 21,―: theory. 
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6.5 結論 
 本章では，第 4 章の D1Q7，第 5 章の D2Q19 に続いて，第 2 章の流体力学的
パラメータを自由に設定できる熱流体モデルの定義から自由分子型 LBM の 3
次元熱流体モデルであるD3Q37を開発した. BGK型熱流体モデルの多くはプラ
ントルが 1 に固定されたり，比熱比が次元数に固定されてしまい，任意に設定
することができない．そこで，仮想内部エネルギー𝜂𝑚
 を導入し，流体力学的パ
ラメータを自由に設定できる曽根の理論を基にした D3Q37 は粘性係数や比熱
比などのパラメータを任意に設定できるようになった．また第 3 章で議論した
ように自由分子型 LBM である D3Q37 は高 Re 数流れにおいて時間ステップを
大きくとり収束性よく計算できることが期待される． 
円錐を過ぎる 3 次元非粘性超音速流れの数値計算を行った結果，𝜃𝑐 = 30°の場
合は格子の歪みなどの原因により，理論値からずれてしまったものの，
𝜃𝑐 = 10°, 20°の場合は Taylor-Maccoll の理論値とよく一致し，現象再現性が良く
計算可能であった．したがって，BGK 型 LBM では収束性の問題で困難であっ
た非粘性流れの計算を自由分子型運動学的方程式を用いた計算手法で解決でき
ることを 3 次元モデルでも確認した．一方で，捉えられた衝撃波を観察すると，
上流マッハ数が小さい，もしくは，くさび角が小さい比較的弱い衝撃波が発生
する場合には，D2Q19 と同様に衝撃波鈍りやすいことが分かった． 
続いて，球を過ぎる 3 次元非粘性超音速流れの数値計算を行った．円錐の場
合の接触衝撃波ではなく，球の場合は円柱の場合と同様に離脱衝撃波が発生す
る．計算の結果，D3Q37 の計算により離脱衝撃波が模擬でき，物体前方のマク
ロ量の変化及び離脱衝撃波距離において理論値および実験値とよく一致し，実
際現象をよく再現できていると言える． 
 したがって，D3Q19 は期待していた通り，高 Re 数流れといえる非粘性流れ
の計算を有限幅の時間ステップで計算可能であり，BGK 型 LBM の高 Re 数で
時間ステップを小さくしなければならない制約を取り除かれていることが分か
った．また．比熱比に関しても，BGK 型 LBM は次元数により固定されるが，
D3Q37 は任意に比熱比を決定することができ，空気の比熱比を入力できた． 
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第 7章 複雑形状まわりの放射音解析 
 第 3 章で，自由分子型 D2Q9 で単独円柱まわりの放射音解析を行い，田村や
今村の計算結果および理論値とよく一致した．アルゴリズムがシンプルでかつ
高解像度に捉えらることを考えれば，他の LBM と同様に音波解析に適している
と言える．さて，実際問題の音波の解析では，理想的な円柱まわりの音を解析
することは少なく，複雑な丸みなどを持つ製品形状などに対して直接解析した
いと考えるはずである．そこで、本章では，差分法を採用している自由分子型
D2Q9 が複雑な丸みを持つ物体まわりの放射音解析を行い，応用性の高さを示そ
う． 
 
7.1 問題設定 
 複雑形状まわりの放射音解析を行う．おおむねの設定は 3.6 節と同様である．
物体へ向かってくる入射波と物体表面からの反射波が干渉し，一定のパターン
を持つ定在波を生じさせる．ここでは，3.6 節でも行った通りに，物体中心を原
点としたときの𝑟 = 5における放射音強度𝐷 = 𝑟𝑝2̅̅ ̅を計算しよう．初期条件に密度
一定の静止流体を与える．単極音源を模擬する湧き出し項は 3.6 節(3.43－45)
で与えたように，質量保存式にガウス関数で入力し，ramping function で振動の
収束性を良くしている．無次元周波数および無次元周期も同様で，𝜔 = 8𝜋にお
ける無次元波長λ = 0.25である． 
 次に解析する物体を定義しよう．ここでは，円柱の場合と同様に，C 型格子で
表現できる物体を考え，楕円と 3 つ葉，4 つ葉，6 つ葉，8 つ葉といった形状を
持つ物体を挙げる．それぞれの計算格子を作成し，Fig7.1(a-e)に示す．Fig7.1(a)
に楕円はアスペクト比(長軸直径/短軸直径)が 2のものを示したが，アスペクト
比 3および 4となる楕円も作成した．Fig7.1(b-e)の 3 つ葉など n つ葉形状の作成
に関しては，半径 Rの円において次式を用いて周期的に複雑形状物体の半径𝑅′を
変化させ作成した． 
 𝑅′ = 𝑅(1 − 𝐴𝑚𝑝 ∗ cos 𝑛𝜃)  (𝑛 = 3,4,6,8) (7.1) 
 𝑥 = 𝑅′𝑐𝑜𝑠𝜃 (7.2) 
 𝑦 = 𝑅′𝑠𝑖𝑛𝜃 (7.3) 
  (0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋)  
ここで，𝐴𝑚𝑝は波打つR′の振幅の半分に相当し，𝑛は円一周の間の𝑅′の波長数で
ある．𝑥および𝑦はデカルト座標系で表した表面格子座標である． 3 つ葉，4 つ
葉， 6 つ葉， 8 つ葉ではそれぞれ𝐴𝑚𝑝 = 0.2かつ 𝑛 = 3 ,  𝐴𝑚𝑝 = 0.2かつ
𝑛 = 4, 𝐴𝑚𝑝 = 0.1かつ𝑛 = 6, 𝐴𝑚𝑝 = 0.05かつ𝑛 = 8とした． 
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次に代表長さは次の等価直径𝐷𝑒の式を用いて定義する．  
 𝐷𝑒 =
4𝑆
𝐿
 (7.2) 
ここで，S は複雑物体の面積であり，𝐿は複雑物体の周の長さである．それらを
作成した表面格子データから数値積分で計算する．最終的に De=1 となるように
複雑物体表面座標を決定する．その後，格子データを作成するが，物体近くは
格子の分布が物体形状に近く，𝑟＝2で円形に近くなるように徐々に格子形状を
変化させている．加えて，音波を 10点ほどの格子点で正確に捉えられるように
De=1 に対して𝛥𝑟, 𝛥𝑟𝜃 ≤ 0.025となるようにした．r ≥ 6ではスポンジ領域を挿入
し，遠方で音波を減衰させるようにしている． 
 次に物体の向きを決める．音源に対して物体の向きを変えることで，計算結
果が変化することが予想される．楕円では音源に対して短軸を向けるパターン
と長軸をパターンの 2ケースの計算を行う．nつ葉の物体は音源に対して凸部分
を向けるパターンと凹部分を向ける 2ケースの計算を行う． 
計算の比較には第 3 章の円柱の放射音解析で得た，r= 5における放射音強度
𝐷 = 𝑟𝑝2̅̅ ̅を挙げ，干渉がどのように変化するかを見よう．差分法は 3.6 節同様に，
時間微分に対してオイラー陽解法および２次精度修正オイラー法を用いる．空
間微分に対しては５次精度風上差分法を用いる．円柱表面の境界上では 1 次精
度風上差分法，その一つ手前の内部計算領域では 3 次精度風上差分法を用いて
いる．境界条件はすべり条件を課しており，外部領域の速度に関しては(3.48-49)
を用いている． 
 
 
密度 𝜌0 = 1.0 
等価直径，代表長さ 𝐿0=1 
流速 𝑢0＝0 
格子数 𝑖𝑚𝑎𝑥 × 𝑗𝑚𝑎𝑥 = 341 × 1573 
音速 𝑐0 = 1.0 
時間ステップ ∆t = 5.0 × 10−4 
最少格子間隔(楕円) 
1.54 × 10−3(aspect ratio 2), 
1.42 × 10−3, (aspect ratio 3) 
1.37 × 10−3(aspect ratio 4) 
最少格子間隔(nつ葉) 
1.59 × 10−3(𝑛 = 3), 
 1.35 × 10−3(𝑛 = 4), 
 1.49 × 10−3(𝑛 = 6), 
 1.65 × 10−3(𝑛 = 8) 
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クーラン数(楕円)(CFLc) 
0.325(aspect ratio 2), 
0.352(aspect ratio 3), 
0.365(aspect ratio 4) 
クーラン数(nつ葉)(CFLc) 
0.314(𝑛 = 3), 
 0.370(𝑛 = 4), 
 0.336(𝑛 = 6), 
 0.303(𝑛 = 8) 
 
 
 
(a) 
 
 
(b) 
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 Fig.7.2 Calculation lattice for radiated sound around a complex body: 
(b) Ellipse (b) three leaf (c) four leaf (d) six leaf (e) eight leaf 
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7.2 計算結果と考察 
 3.6 節の計算条件を用いて，自由分子型 D2Q9 よる単独円柱周りの放射音解析
を行った．無次元時間𝑡 = 15 + 1(60+4 周期分)まで行った．最後の 4 周期で圧力
の 2 乗平均を求めた． 
 Fig.7.3(a-g)に計算終了時における放射音(𝑝 − 𝑝0
 )を示す．Fig7.3(a-c)はそれぞ
れアスペクト比 2,3,4の楕円まわりの計算結果で，Fig7.3(d-g)はそれぞれ 3つ葉，
4 つ葉，6 つ葉，8 つ葉形状の物体まわりの計算結果である．右列の画像は楕円
に関しては短軸を音源に向けており，n つ葉形状物体では凸部分を音源に向けて
いる．左列の画像は楕円に関しては長軸を音源に向けており，n つ葉形状物体で
は凹部分を音源に向けている．左列の楕円の解析結果では広い範囲で音波を遮
っており，楕円後方では，大きく音波が減衰している．しかしながら．回折の
効果も表れており，振幅が小さいながらも振動パターンが発生しているのが分
かる．n つ葉形状物体では，凸部分と凹部分で反射波の強さが異なっている．例
えば，4つ葉形状物体では右側の画像では鉛直方向に向かってパターンが濃く表
れている．一方で，左側の画像では音源方向に向かってパターンが濃く表れて
いる．したがって，複雑形状物体の凸部分と凹部分向きによって，反射波に指
向性が発生している． 
 次に Fig.7.4(a-g)に r＝5 における放射音強度𝐷 = 𝑟𝑝2̅̅ ̅を示す．Fig.7.3(a-c)はそれ
ぞれアスペクト比 2,3,4 の楕円の場合の値を示しており，青は長軸が音源に向
いている場合(Fig7.3(a-c)の左側)，赤は短軸が音源に向いている場合(Fig7.3(a-c)
の右側)に対応している．Fig.7.3(d-g)はそれぞれ 3つ葉，4つ葉，6つ葉，8つ葉
形状の物体の場合の値を示しており，青は凹部分が音源に向いている場合
(Fig7.3(a-c)の左側)，赤は凸部分が音源に向いている場合(Fig7.3(a-c)の左側)に対
応している．黒色の破線は第 3 章で得た円柱周りの放射音強度であり，参考の
ために表示した．アスペクト比の高い楕円や 3 つ葉，4 つ葉形状の凹凸の差が大
きい物体では円柱の放射音強度のピーク値の位置が大きく変わっている．加え
て，物体の向きによってピーク値も大きく変化しており，指向性が表れている
ことが鮮明にわかる．一方で，アスペクト比 2 の楕円，6 つ葉および 8 つ葉形状
では物体の向きを変えてもピーク値は大きく変わらず，円柱の放射音強度の分
布に近い．したがって，ピーク位置が重要でなければ，円柱の放射音強度を参
考値にしてもよいと言える． 
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(g) 
 
 
 
Fig.7.3 Pressure distribution for radiated sound around a complex body: (a)ellipse with 
aspect ratio 2 (b) ellipse with aspect ratio 3 (c) ellipse with aspect ratio 4 (d) 
three leaf (e) four leaf (f) six leaf (g) eight leaf  
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Fig.7.4 Radiated sound power at 𝑟 = 5 for 90° ≤ θ ≤ 180° around a complex body:  
(a)ellipse with aspect ratio 2 (b) ellipse with aspect ratio 3 (c) ellipse with aspect 
ratio 4 (d) three leaf (e) four leaf (f) six leaf (g) eight leaf: red line and blue line is 
for left picture and right picture of Fig7.3, respectively. 
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7.2 結論 
 自由分子型 D2Q9 による複雑物体まわりの放射音解析を行った．複雑物体に
はアスペクト比 2，3，4 の楕円と(7.1-3)で表せる n つ葉形状を挙げた．計算の
結果，アスペクト比の高い楕円や 3 つ葉，4 つ葉形状の凹凸の大きい物体では，
音源に対する向きで定在波のパターンや放射音強度が大きく変わることが分か
り，反射波の指向性の違いを捉えることができた．一方で，円に近いアスペク
ト比の小さい楕円と 6 つ葉，8 つ葉では，物体の向きを変えても大きくは変わら
ず，円柱の結果に近いものとなることが分かった． 
 以上より，複雑な形状に対しても自由分子型 D2Q9 による音波解析が有効で
あることが示すことができた．自由分子型D2Q9は差分法を基にしているので，
複雑形状まわりの計算格子を作成が可能であれば，音波解析を容易に行える．
また，非粘性計算も可能であるので，減衰の無視できる波動であれば，空力音
以外の波動分野にも応用できると言える． 
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第 8 章 結言 
 BGK 方程式と呼ばれる運動論的方程式を用いる LBM では，高 Re 数流れの
計算において計算を安定に進めるための時間ステップを小さく取らざるを得な
くなり，計算の収束性が悪くなってしまい膨大な計算時間がかかってしまうと
いう問題点があった．また，熱流体モデルにおいてはプラントル数や比熱比な
どのパラメータも自由に設定できないという問題点もある．それらの原因は
BGK 方程式に含まれる衝突項と Chapman-Enskog 展開の操作によって決まる
拘束条件であることが分かっていた． 
 そこで，曽根により提案された，衝突項を持たない自由分子型運動学的方程
式による流体力学的方程式へのアプローチに着目した．Chapman-Enskog 展開
を必要としないアプローチが可能なため，BGK 型 LBM の問題点を克服できる
と考えた．自由分子型運動学的方程式を基にして，BGK 型 LBM の離散分子速
度や平衡分布関数を変更および新しく構築を行い，差分法で解く自由分子型
LBM の開発を試みた． 
 本論文では，自由分子型 LBM として従来の D2Q9 モデルを基にした非熱流
体モデルを開発し，ベンチマーク計算を行い性能評価と考察を行った．熱流体
モデルに関しては片岡の計算モデル D1Q7,D2Q19 および D3Q37 を用いてベン
チマーク計算問題を解き，各モデルの現象再現性や性能を評価・考察を行った． 
 
第 2 章 
 曽根により示された自由分子型運動学的方程式による流体力学方程式の導出
を紹介した．曾根の自由分子型運動学的方程式を基にした LBM を流体力学的方
程式から逸脱しないように計算手順を工夫する必要があった．そこで稲室らの
Lattice Kinetic スキームの計算方法を取り入れたことで，時間発展時に発生す
る誤差を抑えることが可能になり，総時間ステップの多い計算でも流体力学的
方程式からの逸脱を抑制できる．また，速度分布関数の値を常に保存しておく
必要がなくなったため，PC メモリの占有率を低減することができる． 
 
第 3 章 
 Qian らによる BGK 型 D2Q9 を自由分子型運動学的式の計算法に沿うように
改良し，自由分子型 D2Q9 を開発した．流体力学的方程式を導くために，
Chapman-Enskog 展開を用いる必要がなくなり，積分操作だけで導けるように
なった．ベンチマーク計算として 2 次元キャビティ流れ，一様流中のパルスは
の伝搬および単独円柱まわりの放射音の数値計算を行い，次の結果を得た． 
(1) 計算手順や平衡分布関数の定義がことなる自由分子型LBMとBGK型D2Q9
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の両方で数値解が良く一致し，良い現象再現性を見た． 
(2) BGK 型 LBM は低 Re 数流れにおいて，時間ステップを大きくとり，収束性
のよい計算が可能だが，自由分子型 LBM は逆に高 Re 数流れにおいて，時
間ステップを大きくとり，収束性のよい計算が可能である． 
(3) BGK 型 LBM 同様に，単純な風上差分法で高解像度な音波の解析が可能であ
ることが分かった． 
 
第 4 章 
 片岡により曾根の理論をもとに仮想内部エネルギー𝜂𝑚
 を独立変数に追加し，
流体力学的パラメータを任意に設定できる 1 次元熱流体モデル D1Q7 が開発さ
れた．流体力学的方程式を導くために，Chapman-Enskog 展開を用いる必要が
なくなり，積分操作だけで導けるようになった．一方で，解析例が少ないこと
もあり，詳細な性能検証のために，ベンチマーク計算として 1 次元非粘性衝撃
波管問題の数値計算を行い，次の結果を得た． 
(1)衝撃波管の解析解と比較した結果，D1Q7 の数値解はよく一致し，良い現象
再現性を見た． 
(2)BGK 型 LBMでは収束性の問題で困難であった非粘性流れ計算を有限幅の時
間ステップで計算することができた． 
(3)移流項の差分法に 3 次精度風上差分法を用いた場合，負の 4 次拡散項が現れ
ることが判明した．離散粒子速度と仮想内部エネルギーの値が数値計算法の
安定性に関係する． 
 
第 5 章 
 片岡により曾根の理論をもとに仮想内部エネルギー𝜂𝑚
 を独立変数に追加し，
流体力学的パラメータを任意に設定できる2次元熱流体モデルD2Q19が開発さ
れた．流体力学的方程式を導くために，Chapman-Enskog 展開を用いる必要が
なくなり，積分操作だけで導けるようになった．一方で，解析例が少ないこと
もあり，詳細な性能検証のために，ベンチマーク計算として，くさびおよび円
柱を過ぎる 2 次元非粘性超音速流れの数値計算を行い，次の結果を得た． 
(1)各理論値および事件値と比較した結果，D2Q19 の数値解の振る舞いはよく一
致し，良い現象再現性を見た． 
(2)2 次元モデルにおいても BGK 型 LBM では収束性の問題で困難であった非粘
性流れ計算を有限幅の時間ステップで計算することができた． 
(3)D1Q7 と比べると，比較的弱い衝撃波では鈍く捉えられ，4 次拡散項の数値
粘性の影響が大きくなっている． 
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第 6 章 
 片岡により曾根の理論をもとに仮想内部エネルギー𝜂𝑚
 を独立変数に追加し，
流体力学的パラメータを任意に設定できる3次元熱流体モデルD3Q37が開発さ
れた．流体力学的方程式を導くために，Chapman-Enskog 展開を用いる必要が
なくなり，積分操作だけで導けるようになった．一方で，解析例が少ないこと
もあり，詳細な性能検証のために，ベンチマーク計算として，円錐および球を
過ぎる 3 次元非粘性超音速流れの数値計算を行い，次の結果を得た． 
(1)各理論値および実験値と比較した結果，D3Q37 の数値解の振る舞いはよく一
致し，良い現象再現性を見た． 
(2)BGK 型 LBMでは収束性の問題で困難であった非粘性流れ計算を有限幅の時
間ステップで計算することができた． 
(3)D1Q7 や D2Q19 と比べると，比較的弱い衝撃波は鈍く捉えられ，4 次拡散項
の数値粘性の影響が大きくなっている． 
 
第 7 章 
 第 3 章から自由分子型 LBM も BGK 型 LBM 同様シンプルな風上差分法で音
波解析が可能であると判明した．自由分子型 LBM のさらなる応用性を示すため，
楕円や 3 つ葉などの複雑形状に対して計算格子を作成および問題設定を行い，
放射音解析について次の結果を得た．凹凸の差が大きい形状では音波の干渉に
指向性が見られ，音源位置と物体の向きにより放射音強度に大きな変化が見ら
れた．一方で，凹凸の差が小さく円柱に近い形状の物体では，やはり円柱の干
渉パターンおよび放射音強度に近いことが分かった． 
 
以上，本論文では BGK 型 LBM の持つ問題点の改善のために，曽根の自由分子
型運動学的方程式を基にした新しい LBM を開発し，ベンチマーク計算を行った．
その結果，BGK 型 LBM では Re 数を小さくするにつれて，時間ステップを大
きく取ることが可能であったが，自由分子型 LBM では Re 数を大きくするにつ
れて，時間ステップを大きく取ることが可能であることが分かり，高 Re 数流れ
および非粘性流れを効率的に計算可能である．非熱流体モデルおよび熱流体モ
デルともに現象再現性もよく，他の解法の数値解や理論値と良い一致を得た．一
方で，風上差分法から負の拡散項が表れることが判明し，超音速流れの計算では，圧力
比や Ma 数などを大きくすると計算が不安定となる場合や現象再現性が低下した場合
があった．したがって，より強い変動を含む流れの計算では，モデル改良が必要である．
放射音解析から，微小な音波の変動を捉える計算は従来の LBM 同様，解像度よく捉え
られることが分かったため，非粘性流れおよび粘性係数，体積粘性係数，熱拡散係数を
考慮できるモデルとして，騒音解析などの実用計算に自由分子型 LBM は有効であると
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言える 
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付録 A 自由分子型 LBM に関連のある LBM 
 ここでは，自由分子型 LBM に関連性の高い，蔦原の差分格子ボルツマン法と
稲室の Lattice Kinetic Scheme について紹介する．これらの LBM は自由分子
型 LBM と同様に𝜇 → 0としても，有限幅の時間ステップで計算できる．自由分
子型 LBM は時間発展計算に置いて，蔦原の方法とおなじく，差分法を採用して
いる．また，Lattice Kinetic Scheme と同じく Chapman-Enskig 型の平衡分布
関数を採用しているなど，自由分子型 LBM はそれらの LBM の特徴を合わせ持
っている．したがって，自由分子型 LBM をより深く理解するためにそれらの紹
介をしよう． 
 
A.1 蔦原の差分格子ボルツマン法[5,6,29] 
蔦原の差分格子ボルツマン法はそれまで主流だったセル・オートマトン法で解
く，LBM ではなく差分法を採用した LBM である．セル・オートマトン法で解
く場合，計算格子が離散速度分布の形状に依存してしまい，複雑形状の計算に
は適さなかった．一方で，蔦原の LBM は差分法を採用することで，複雑な形状
にもフィットした格子を扱うことができ，LBM での計算の応用性は高まった．
しかしながら，LBM は粘性を小さくする(Re 数を高くする)と時間ステップを小
さく取る必要があった．蔦原の LBM はとある追加項を付加することで，非粘性
流れでも時間ステップを小さくすることなく計算可能にした．ここではその一
番シンプルな D2Q9 モデルを紹介しよう． 
 初めに蔦原の D2Q9 が満たす直交座標系無次元 2 次元圧縮性 NS 方程式を示
す． 
 𝜕𝜌∗
𝜕𝑡∗
+
𝜕𝜌∗𝑀𝑎𝑖
 
𝜕𝑥𝑖
∗ = 0, (A. 1) 
 𝜕𝜌∗𝑀𝑎𝑖
𝜕𝑡∗
+
𝜕𝜌∗𝑀𝑎𝑖
 𝑀𝑎𝑗
 
𝜕𝑥𝑗
∗ +
𝜕𝑝∗
𝜕𝑥𝑖
∗ =
𝜕
𝜕𝑥𝑗
∗ [
1
𝑅𝑒𝑐
(
𝜕𝑀𝑎𝑖
 
𝜕𝑥𝑗
∗ +
𝜕𝑀𝑎𝑗
 
𝜕𝑥𝑖
∗ )], (A. 2) 
ここで，𝜌∗ = 𝜌/𝜌0 ,𝑝
∗ = 𝑝/𝜌0𝑐0
2，𝑥𝑖
∗ = 𝑥𝑖/𝐿0，𝑡
∗ = 𝑡𝑐0/𝐿0 , 𝑀𝑎 = 𝑢0/𝑐0および
𝑅𝑒𝑐 = 𝜌0𝑐0𝐿0/𝜇である．また，代表速度で無次元化したレイノルズ数𝑅𝑒 を音速
で無次元化したレイノルズ数𝑅𝑒𝑐で表すと，𝑅𝑒 = 𝑢0𝑅𝑒𝑐/𝑐0となる．非熱流体
LBM はエネルギー式を省いた圧縮性 NS 方程式になり，弱い圧縮性を表現でき
るが，完全な非圧縮性 NS 方程式ではない． 
次に蔦原の D2Q9 で用いる運動学的方程式は追加項を付加した離散 BGK 方
程式と呼ばれる以下の式である． 
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𝜕𝑓𝑚
∗
𝜕𝑡∗
+ 𝜉𝑖𝑚
∗ 𝜕𝑓𝑚
∗
𝜕𝑥𝑖
∗ − 𝜎𝜉𝑖𝑚
∗
𝜕 (𝑓𝑚
∗ − 𝑓𝑚
(0)∗)
𝜕𝑥𝑖
∗ = −
1
𝜏∗
(𝑓𝑚
∗ − 𝑓𝑚
(0)∗) (𝐴. 3) 
ここで，𝑓𝑚
∗，𝑓𝑚
(0)∗, 𝜉𝑖𝑚
∗ ,𝜏∗, 𝑚はそれぞれ，速度分布関数，局所平衡分布関数，離
散粒子速度，緩和時間係数，離散粒子の個数を表す．D2Q9 では離散粒子は９つ
である．また，σ = AL0/𝜏
∗𝑐0であり，σおよび Aを適切な値とすることで，非粘
性流れでも時間ステップ小さく取らずに済む． 
 蔦原の D2Q9 の無次元局所平衡分布関数は基となった Qian の D2Q9 と同様
で，  
 𝑓𝑚
(0)∗ = 𝐸𝑚𝜌
∗ (1 + 𝜉𝑖𝑚
∗ 𝑢𝑖
∗ +
1
2
𝜉𝑖𝑚
∗ 𝑢𝑖
∗𝜉𝑗𝑚
∗ 𝑢𝑗
∗ −
1
2
𝑢𝑘
2∗) (𝑖, 𝑗 = 1,2) (𝐴. 4) 
 𝐸0 =
4
9
,   𝐸1 = 𝐸2 = 𝐸3 = 𝐸4 =
1
9
,   𝐸5 = 𝐸6 = 𝐸7 = 𝐸8 =
1
36
  
である．ここで，𝑓𝑚
(0)∗ = 𝑓𝑚
(0) /𝜌0，および𝜉𝑖𝑚
∗ = 𝜉𝑖𝑚
 /𝑐0である．本論文第 3 章で
紹介したもの同様であるが，離散速度分布は TableA.1 および Fig.A.2 に示す．
次にマクロ量は 
 
𝜌∗ = ∑ 𝑓𝑚
∗
8
𝑚=0
 (𝐴. 5) 
 
𝜌∗𝑢𝑖
∗ = ∑ 𝑓𝑚
∗𝜉𝑖𝑚
∗
8
𝑚=0
 (A. 6) 
と定義される．ここで，𝑓𝑚
 ∗ = 𝑓𝑚
  /𝜌0である．追加項を付加した BGK 方程式(1.1)
において，Chapman-Enskog 展開を実行すると，圧力と粘性係数に関して次の
関係式が得られる． 
 𝑝∗ = 𝜌∗𝑐0
∗2 (𝐴. 7) 
 1
𝑅𝑒𝑐
= (𝜏∗ − σ) (A. 8) 
ここで，𝑐0
∗ = 𝑐0/𝑐0 = 1, 𝜏
∗ = 𝜏𝐿0/𝑐0である．レイノルズ数と緩和時間係数との関
係に追加項の係数であるσが現れる．したがって，1/𝑅𝑒 → 0になっても𝜏∗ ≈ 𝜎と
すれば，時間ステップを小さくする必要がないというわけである． 
 以上より，蔦原の差分格子ボルツマン法は BGK 方程式が追加項を付加したこ
とで，Chapman-Enskog 展開から導かれる粘性と緩和時間係数の束縛条件に調
節可能なパラメータを組み込むことを可能にしている．栗田の報告によれば，𝜎
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は0.5 ≤ σ ≤ 1000で扱うべきとしており，およそ 10 のオーダー程度が良いとし
ている．文献中ではσ = 0.5をよく使用している． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig A.1 discrete particle distribution for Tsutahara’s FDLBM D2Q9 
 
Table A.1 discrete velocity distribution for Tsutahara’s FDLBM D2Q9 
m 0 1 2 3 4 5 6 7 8 
ξ1m
∗   0 √3 0 -√3 0 √3 -√3 -√3 √3 
ξ2m
∗  0 0 √3 0 -√3 √3 √3 -√3 -√3 
 
 
A.2  Lattice Kinetic Scheme[28] 
稲室の Lattice Kinetic Scheme(以下 LKS)は蔦原の差分格子ボルツマン法と
同様に，非粘性流れの計算を可能としている．LKS は差分法ではなくセル・オ
ートマトン法で解く LBM なので，格子 BGK 方程式を用いる．セル・オートマ
トン法で解く場合は計算格子が離散速度分布の形状に依存してしまうものの数
値粘性が発生せずに常にクーラン数が 1 の時間発展計算が行えるという特徴が
ある．差分法を用いる理由がなければ，LKS も十分実用的な LBM である．こ
こでは，格子 BGK 方程式をベースとした LKS の D2Q9 モデルについて紹介す
る． 
 初めに LKS の D2Q9 が満たす直交座標系無次元 2 次元圧縮性 NS 方程式を示
す． 
 𝜕𝜌∗
𝜕𝑡∗
+
𝜕𝜌∗𝑀𝑎𝑖
 
𝜕𝑥𝑖
∗ = 0, (A. 9) 
 𝜕𝜌∗𝑀𝑎𝑖
𝜕𝑡∗
+
𝜕𝜌∗𝑀𝑎𝑖
 𝑀𝑎𝑗
 
𝜕𝑥𝑗
∗ +
𝜕𝑝∗
𝜕𝑥𝑖
∗ =
𝜕
𝜕𝑥𝑗
∗ [
1
𝑅𝑒𝑐
(
𝜕𝑀𝑎𝑖
 
𝜕𝑥𝑗
∗ +
𝜕𝑀𝑎𝑗
 
𝜕𝑥𝑖
∗ )], (A. 10) 
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ここで，𝜌∗ = 𝜌/𝜌0 ,𝑝
∗ = 𝑝/𝜌0𝑐0
2，𝑥𝑖
∗ = 𝑥𝑖/𝐿0，𝑡
∗ = 𝑡𝑐0/𝐿0 , 𝑀𝑎 = 𝑢0/𝑐0および
𝑅𝑒𝑐 = 𝜌0𝑐0𝐿0/𝜇である．また，代表速度で無次元化したレイノルズ数𝑅𝑒 を音速
で無次元化したレイノルズ数𝑅𝑒𝑐で表すと，𝑅𝑒 = 𝑢0𝑅𝑒𝑐/𝑐0となる．非熱流体
LBM はエネルギー式を省いた圧縮性 NS 方程式になり，弱い圧縮性を表現でき
るが，完全な非圧縮性 NS 方程式ではない． 
次にLKSのD2Q9で用いる運動学的方程式は格子BGK方程式において𝜏∗＝1
に固定した以下の式である． 
 𝑓𝑚
𝑛+1∗(𝑥∗ + 𝜉𝑖𝑚
∗ Δ𝑥, 𝑡∗ + Δ𝑡) − 𝑓𝑚
𝑛∗(𝑥∗, 𝑡∗)
= −
1
𝜏∗
(𝑓𝑚
∗(𝑥∗, 𝑡∗) − 𝑓𝑚
(0)∗(𝑥∗, 𝑡∗)) 
 
 
𝑓𝑚
𝑛+1∗(𝑥∗ + 𝜉𝑖𝑚
∗ Δ𝑥, 𝑡∗ + Δ𝑡) = 𝑓𝑚
(0)∗(𝑥∗, 𝑡∗) (𝐴. 11) 
ここで，𝑓𝑚
∗，𝑓𝑚
(0)∗, 𝜉𝑖𝑚
∗ ,𝜏∗, 𝑚はそれぞれ，速度分布関数，局所平衡分布関数，離
散粒子速度，緩和時間係数，離散粒子の個数を表す．D2Q9 では離散粒子は９つ
である．𝜏∗＝1にしたことで格子 BGK 方程式が簡単になる． 
 LKS の D2Q9 の無次元局所平衡分布関数は Chapman-Enskog 型の関数を用
いる．すなわち，速度微分項を加えて，  
 
𝑓𝑚
(0)∗ = 𝐸𝑚𝜌
∗ (1 + 𝜉𝑖𝑚
∗ 𝑢𝑖
∗ +
1
2
𝜉𝑖𝑚
∗ 𝑢𝑖
∗𝜉𝑗𝑚
∗ 𝑢𝑗
∗ −
1
2
𝑢𝑘
2∗
+
𝐴
3
Δ𝑥 (
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗
+
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖
) 𝜉𝑖𝑚
∗ 𝜉𝑗𝑚
∗ ) (𝑖, 𝑗 = 1,2) 
(A. 12) 
 𝐸0 =
4
9
,   𝐸1 = 𝐸2 = 𝐸3 = 𝐸4 =
1
9
,   𝐸5 = 𝐸6 = 𝐸7 = 𝐸8 =
1
36
  
である．ここで，𝑓𝑚
(0)∗ = 𝑓𝑚
(0) /𝜌0，および𝜉𝑖𝑚
∗ = 𝜉𝑖𝑚
 /𝑐0である．離散速度分布は
Table3.1 および Fig.3.1 に示す．次にマクロ量は 
 
𝜌∗ = ∑ 𝑓𝑚
∗
8
𝑚=0
 (𝐴. 13) 
 
𝜌∗𝑢𝑖
∗ = ∑ 𝑓𝑚
∗𝜉𝑖𝑚
∗
8
𝑚=0
 (𝐴. 14) 
と定義される．ここで，𝑓𝑚
 ∗ = 𝑓𝑚
  /𝜌0である．追加項を付加した BGK 方程式(1.1)
において，Chapman-Enskog 展開を実行すると，圧力と粘性係数に関して次の
関係式が得られる． 
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 𝑝∗ = 𝜌∗𝑐0
∗2 (A. 15) 
 1
𝑅𝑒𝑐
= (
1
6
 −
2
9
𝐴) 𝛥𝑥 (𝐴. 16) 
格子 BGK 方程式を基にしたモデルでは格子幅がレイノルズ数との関係に現れ
る．ここで，𝜏∗＝1にしたことを思い出そう．𝜏∗を固定することで格子 BGK 方
程式はシンプルになったが，その反面粘性係数を固定していることを意味する．
そこで Chapman-Enskog 型関数で定義した平衡分布関数を用いることで任意
に粘性係数(Re 数)を選ぶことが可能である．したがって，1/Re → 0になっても，
時間ステップを小さくする必要がないというわけである．また，方程式がシン
プルになったので計算もシンプルである(平衡分布関数を計算して置き換えるだ
け)．本研究の自由分子型 LBM も同様に Chapman-Enskog 型関数で定義して
いる．自由分子型 LBM と LKS の違いはベースの方程式が離散 BGK 方程式か
格子 BGK 方程式かの違い，解法で言えば差分法かセル・オートマトン法かの違
いである． 
 以上より，稲室の LKS は格子 BGK 方程式において𝜏∗＝1とし方程式をシンプ
ルしている．これにより計算する分布関数の数が減り，メモリ消費量が減少し
ている．加えて，Chapman-Enskog 型関数を用いることで任意に粘性の効果を
調節できるので，汎用性も高い． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig A.2 discrete particle distribution for Inamuro’s LKS D2Q9 
 
Table A.2 discrete velocity distribution for Inamuro’s LKS D2Q9 
m 0 1 2 3 4 5 6 7 8 
ξ1m
∗   0 √3 0 -√3 0 √3 -√3 -√3 √3 
ξ2m
∗  0 0 √3 0 -√3 √3 √3 -√3 -√3 
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付録 B 単独円柱まわりの放射音解析の計算コード 
 ここでは，第 4 章の単独円柱まわりの放射音解析で用いた格子作成プログラ
ムと自由分子型 D2Q9 による計算コードを掲載する． 
 プログラムはFortran90を用いて作成した．計算コードでは，マルチコアCPU
を効率よく使用するため，OpenMP と呼ばれる共有メモリ型並列計算の実行文
を用いている．Fortran90 および OpenMP によるプログラミングには文献
[45,46]が分かりやすい． 
 
B.1 円柱まわりの格子生成プログラム 
 自由分子型 D2Q9 の計算コードに読み込ませ，計算させるための格子データ
を生成するプログラムである．Fig3.13およびFig3.14で表される格子を作成し，
出力する．このプログラムでは，すべての格子データを記録したテキストファ
イル(CircularLattice.txt),Fig3.14 で用いた格子間隔データ(GridWidth.txt)お
よび，本研究で用いたデータ可視化ソフト (FLscope)用の格子データ
(CircularLattice.10)を出力する．格子点の値はあらかじめ円柱直径で無次元化
された値となるように，直径 1 に設定している．格子は極座標格子を生成する．
格子点数および格子間隔は無次元波長 0.25 の音波を格子点 10 点以上で表現で
きるように，格子間隔が 0.25 を超えないように配慮している．また，円柱近傍
では解像度が必要だと考え，格子間隔を小さくしている． 
program CreateCircularLattice 
implicit none 
integer i,j,k,imax,jmax,kmax  !ループ変数およびその最大値 
double precision pi,r,b    !pi は円周率，r は半径，b は角度を表す． 
double precision x(700,2000),y(700,2000) !格子点を収納する配列． 
double precision az(2)  ! FLscope 用の変数．別の可視化ソフトがある場合は気にしなくよい 
       
pi=4.0d0*atan(1.0d0) !円周率の定義 
       
open(1,file='CircularLattice.txt',status='unknown') 
open(2,file='GridWidth.txt',status='unknown') 
       
imax=351   !r 方向分割数 
jmax=786*2  !𝜃方向分割数 
       
do i=1,1    !円柱表面の座標値を計算 
      do j=1,jmax 
             
            r=0.5d0 
            b=2.0d0*pi* float (j-1)/float(jmax) 
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            x(i,j)=r*dcos(b) 
            y(i,j)=r*dsin(b) 
 
            write(1,*)i,j,x(i,j),y(i,j) 
      end do 
       
      x(i,jmax+1)=x(i,1)   !𝜃 = 360°，に𝜃 = 0°の値を代入 
      y(i,jmax+1)=y(i,1) 
       
      write(1,*)i,jmax+1,x(i,jmax+1),y(i,jmax+1) 
          
end do      
       
do i=2,200   !円柱近傍では半径方向格子間隔が 0.005，音源近傍で 0.02 になるように， 
      do j=1,jmax    !直線近似で半径を変化させている 
       
            r=x(i-1,1)+(0.015d0)*float(i-2)/float(200-2)+0.005d0 
            b=2.0d0*pi* float (j-1)/float(jmax) 
            
            x(i,j)=r*dcos(b) 
            y(i,j)=r*dsin(b) 
     
            write(1,*)i,j,x(i,j),y(i,j) 
 
      end do 
       
      x(i,jmax+1)=x(i,1) 
      y(i,jmax+1)=y(i,1) 
       
      write(1,*)i,jmax+1,x(i,jmax+1),y(i,jmax+1) 
            
end do 
       
do i=201,imax 
      do j=1,jmax 
       
            r=x(i-1,1)+0.02d0 
            b=2.0d0*pi* float (j-1)/float(jmax) 
            
            x(i,j)=r*dcos(b) 
            y(i,j)=r*dsin(b) 
     
            write(1,*)i,j,x(i,j),y(i,j) 
 
      end do 
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      x(i,jmax+1)=x(i,1) 
      y(i,jmax+1)=y(i,1) 
       
      write(1,*)i,jmax+1,x(i,jmax+1),y(i,jmax+1) 
            
end do 
       
do i=imax+1,imax+40  !遠方で音波を減衰させるスポンジ領域を作成する 
      do j=1,jmax    !格子間隔を 1.15 倍ずつ増加させている 
       
            r=x(i-1,1)+(x(i-1,1)-x(i-2,1))*1.15d0 
            b=2.0d0*pi* float (j-1)/float(jmax) 
            
            x(i,j)=r*dcos(b) 
            y(i,j)=r*dsin(b) 
     
            write(1,*)i,j,x(i,j),y(i,j) 
 
      end do 
       
      x(i,jmax+1)=x(i,1) 
      y(i,jmax+1)=y(i,1) 
       
      write(1,*)i,jmax+1,x(i,jmax+1),y(i,jmax+1) 
            
end do 
       
do i=1,imax+40 
      j=1 
      write(2,*)dsqrt(x(i,j)**2d0+y(i,j)**2d0),x(i+1,j)-x(i,j) 
end do 
       
write(2,*) 
       
do i=1,imax+40 
      j=1 
      write(2,*)dsqrt(x(i,j)**2d0+y(i,j)**2d0),dsqrt((x(i,j+1)-x(i,j))**2d0+(y(i,j+1)-y(i,j))**2d0) 
end do 
       
close(1) 
close(2) 
       
az(1)=0d0 
az(2)=1d0 
       
open(10,file='CircularLattice.10',form='unformatted') 
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write(10)imax+40,jmax+1,2 
write(10)(((real(x(i,j)),i=1,imax+40),j=1,jmax+1),k=1,2) 
write(10)(((real(y(i,j)),i=1,imax+40),j=1,jmax+1),k=1,2) 
write(10)(((real(az(k)),i=1,imax+40),j=1,jmax+1),k=1,2) 
       
close(10) 
       
stop  
end 
 
 
B.2 自由分子型 D2Q9 による放射音解析コード 
 B.1 で作成した計算格子(CircularLattice.txt)を読み込み，自由分子型 D2Q9
を用いた差分法で放射音の計算を行うコードである．差分法は修正オイラー法
と 5 次精度風上差分法である．Fig2.1 で示した計算フローに沿ってコードを作
成した． 
 計算コードはサブルーチンと関数を用いて，デバッグのしやすさ，および計
算法の変更などを容易にできるようにしている．したがって，ここでは部分的
に取り上げていき，解説を行う．最終的にコードを一本につなげれば，完成す
るようにしている． 
 まずは，Fortran90 の module 機能を応用して，後述するサブルーチンで共通
して使えるグローバル変数を定義する．配列名について解説しておく．
rou,u,p,pp,v はそれぞれ密度，水平方向速度，圧力，応力テンソル，鉛直方向速
度である．極座標格子を用いるが，差分式はデカルト座標系なので，速度もデ
カルト座標に沿ったものである．dxde,dxdn,dyde,dydn,dedx,dedy,dndx,dndy,jj
は座標変換を行う際に使う変数(メトリクス)であり，3.4.4 節の定義と同様の変
数名にしている．jj はヤコビアンを表している．x,y はデカルト系における水平
方向座標および鉛直方向座標である．fa0,fa1,fa2,fb0,fb1,fb2,fc0,fc1,fc2 は平衡
分関数を表す．0 は静止粒子，1 は Fig3.1 における𝑚 = 1~4離散粒子，2 は
𝑚 = 5~8の離散粒子を表している．a,b,c はそれぞれ修正オイラー法における
𝑡 = 𝑡𝑛，予測段階，𝑡 = 𝑡𝑛+1の値を示すことを意味する．coss1,sinn1,coss2,sinn2
は離散粒子の水平方向速度および鉛直方向速度を示している．1 および 2 は平衡
分布関数と紐付けしている．sita は Fig3.15 で用いるすべり条件を課すための
円柱表面の接線と水平方向軸との角度を表す．dudx,dvdx,dudy,dvdy は粘性の
計算をする際の速度微分である．この計算コードはオイラー方程式系を解いて
いるが，(無次元)粘性係数に有限な値を入力すれば NS 式系を解けるようになっ
ている．force,h0,h1,h2 はそれぞれ外力(音源)とそれに対する平衡関数である．
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0,1,2 は平衡分布関数と紐ついている．pave,pavenew は 2 乗平均圧力を計算す
るために用いる．c1i,c2i,c1j,c2j は計算空間に座標変換を行った後のメトリクス
を考慮した離散粒子速度を表している．i,j は計算空間における水平方向および
鉛直方向を表し，1，2 は平衡分布関数と紐ついている． 
module variables 
implicit none  !暗黙の型宣言を行わない宣言 
       
integer :: threads=12   !並列計算に用いる cpu スレッド数 
integer,parameter :: a=650  !r 方向の配列大きさ 
integer,parameter :: b=1610  ! 𝜃方向の配列大きさ 
integer,parameter :: c=4   !離散粒子の方向数，このコードでは，c=4 の配列を 2 つ用意している 
integer i,j,k,t,n  !ループ変数 
       
double precision rou(-2:a,-1:b),u(-2:a,-1:b),p(-2:a,-1:b), pp(3,-2:a,-2:b), v(-2:a,-1:b) 
double precision dxde(-2:a,-2:b),dxdn(-2:a,-2:b),dyde(-2:a,-2:b),dydn(-2:a,-2:b) 
double precision dedx(-2:a,-2:b),dedy(-2:a,-2:b),dndx(-2:a,-2:b),dndy(-2:a,-2:b) ,jj(-2:a,-2:b) 
double precision x(-2:a,-1:b),y(-2:a,-1:b),fa0(-2:a,-1:b),fa1(c,-2:a,-1:b),fa2(c,-2:a,-1:b) 
double precision fb0(-2:a,-1:b),fb1(c,-2:a,-1:b),fb2(c,-2:a,-1:b) 
double precision fc0(-2:a,-1:b),fc1(c,-2:a,-1:b),fc2(c,-2:a,-1:b) 
double precision coss1(6),sinn1(6),coss2(6),sinn2(6),sita(b) 
double precision dudx(-2:a,-1:b),dvdx(-2:a,-1:b),dudy(-2:a,-1:b),dvdy(-2:a,-1:b) 
double precision h1(c,-1:a,-1:b),h2(c,-1:a,-1:b),h0(-1:a,-1:b),force(-1:a,-1:b),pave(a,b),pavenew(a,b) 
double precision c1i(c,-1:a,-1:b),c2i(c,-1:a,-1:b),c1j(c,-1:a,-1:b),c2j(c,-1:a,-1:b) 
       
double precision :: rou0=1.0d0 !初期密度 
double precision :: p0=1d0  !初期圧力 
double precision :: u0=0.0d0 !初期水平方向速度 
double precision :: v0=0d0  !初期鉛直方向速度 
       
double precision :: dt=0.001d0  !時間ステップ 
double precision :: myu=0.0d0  !（無次元）粘性係数 
double precision :: myub=0.0d0  !（無次元）体積粘性係数 
double precision :: cspeed=dsqrt(3d0) !（無次元）離散粒子速度の大きさ 
double precision :: cs=1d0  !（無次元）音速 
double precision :: rr=4d0  !外力(音源)の水平方向位置 
double precision :: pi=4.0d0*datan(1.0d0)  !円周率 
double precision :: omega=8d0*4.0d0*datan(1.0d0)  !音源の周波数 
double precision :: range=0.2d0  !音源の幅 
 
integer :: tend=15000  !総計算数 
integer :: tdis=1500   ! 計算数に対するデータ出力間隔(1500 回の計算で１回保存) 
integer imax,jmax ,tini  !r 方向分割数，𝜃方向分割数，初期時刻 
       
end module variables 
次に，計算コードのメイン関数を示す．メイン関数をシンプルにするため各
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計算プロセスをサブルーチン化している．Fig2.1 で示した計算フローとほぼ同
様に作成している． 
program RadiatedSound 
use variables  !module variables を使用する宣言 
implicit none  !暗黙の型宣言を行わない宣言 
       
call readlattice  !計算格子を読み込む 
call metrix   !座標変換に用いるメトリクスの計算を行う 
call input    !初期条件の入力 
!  call readvariables  !計算を途中から行う場合，密度，速度，圧力を読み込む 
       
do t=tini,tend+2000   !時間発展ループ，+2000 は２乗平均圧力を計算するための４周期分 
       
      call boundary     !境界条件の設定 
      call initial2    !𝑡 = 𝑡𝑛での平衡分布関数の計算 
      call convection2fifth  ! 𝑡 = 𝑡𝑛5 次精度風上差分法の計算 
      call macroscopic2d2q9 !マクロ量の計算 
      call initial22    ! 予測段階での平衡分布関数の計算 
      call convection2fifth1  !予測段階での 5 次精度風上差分法の計算 
      call macroscopic2d2q9 !マクロ量の計算 
 
      if(t.ge.tend)then !2 乗平均圧力の計算 
           do j=1,jmax 
                  i=301  !A.1 で作成した計算格子の r=5 における配列番号 
                  pavenew(i,j)=(float(t-tend)*pave(i,j)+(p(i,j)-p0)**2d0)/(float(t-tend)+1d0) 
                  pave(i,j)=pavenew(i,j) 
 
                  i=1   !円柱表面における配列番号 
                  pavenew(i,j)=(float(t-tend)*pave(i,j)+(p(i,j)-p0)**2d0)/(float(t-tend)+1d0) 
                  pave(i,j)=pavenew(i,j) 
       
            end do 
      end if 
       
      if(mod(t,tdis).eq.0)then  !1500(tdis)回の計算につき１回実行する 
            call output   !可視化データなどの出力 
      end if       
       
      write(*,*)t,maxval(rou),maxval(v)  !計算中にウィンドウに表示 
        
end do 
 
call output  !計算終了時にも出力 
stop 
end 
 次に時間発展計算前に行うサブルーチンを示す．readlattice,readvariables, 
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metrix,input,speed2d2q9 はそれぞれ格子点の読み込み，計算途中の変数読み込
み，座標変換におけるメトリクスの計算，初期条件の入力，座標変換後の離散
粒子速度の計算を実行する．時刻𝑡 = 0から計算を行う場合は，readvariables
は無視し，input を実行する．!$omp は並列計算を行うための OpenMP の指示
文である．格子点を読み込む readlattice では格子データから分割数を読み込む
ため，格子生成プログラムと分割数が違うことに注意してほしい．つまり格子
生成プログラムで imax=351,jmax=786*2 であったが，スポンジ領域と𝜃 = 360°
の格子点を追加したため，計算コード上では imax=391, jmax=786*2+1 となっ
ている． 
subroutine readlattice 
use variables  !module variables を使用する宣言 
!$use omp_lib  !OpenMP を使用する宣言 
implicit none  !暗黙の型宣言を行わない宣言 
 
open(2,file='CircularLattice.txt',status='old') !計算格子を開き，格子データを x,y に格納する 
       
10  read(2,*,end=20)i,j,x(i,j),y(i,j) 
goto 10 
      
20  close(2) 
   
imax=i 
jmax=j 
       
write(*,*)imax,jmax  !読み取った分割数をウィンドウに表示する 
 
end subroutine readlattice 
subroutine readvariables 
use variables  !module variables を使用する宣言 
!$use omp_lib  !OpenMP を使用する宣言 
implicit none  !暗黙の型宣言を行わない宣言 
 
open(3,file='variables1.txt',status='old') !変数を記録したテキストデータを開き，それぞれの配列に格納 
                      !テキストデータの内容は Output を参照してください 
50  read(3,*,end=60)i,j,rou(i,j),u(i,j),v(i,j) 
goto 50 
       
60  close(3) 
   
write(*,*)imax,jmax 
 
open(14,file='variables2.txt',status='old') 
       
30  read(14,*,end=40)i,j,p(i,j),tini 
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goto 30 
       
40  close(14) 
 
call spead2d2q9  !この時点ですでに metrix を計算しておく 
       
end subroutine readvariables 
subroutine metrix 
use variables  !module variables を使用する宣言 
!$use omp_lib  !OpenMP を使用する宣言 
implicit none  !暗黙の型宣言を行わない宣言 
       
!$omp parallel num_threads(threads)  !並列化の宣言 
      
      !$omp do schedule(static)  !do ループを並列化する 
      do i=1,imax 
       
      x(i,jmax+1)=x(i,2)  !本計算では j=2~jmax の円周方向 1 周分を計算する． 
      y(i,jmax+1)=y(i,2)  ! j=1,j=jmax は同じ点を表す，また j=2,j=jmax+1 も同じ点を表す． 
              !格子の端点で差分計算ができるようにのりしろ部分(jmax+1)を定義している． 
      end do 
      !$omp end do 
       
      !$omp do schedule(static)  !2 次精度中心差分でメトリクスを計算する  
      do j=2,jmax 
           do i=2,imax-1 
       
                  dxde(i,j)=0.5d0*(x(i+1,j)-x(i-1,j)) 
                  dxdn(i,j)=0.5d0*(x(i,j+1)-x(i,j-1)) 
       
                  dyde(i,j)=0.5d0*(y(i+1,j)-y(i-1,j)) 
                  dydn(i,j)=0.5d0*(y(i,j+1)-y(i,j-1)) 
       
                  jj(i,j)=dxde(i,j)*dydn(i,j)-dyde(i,j)*dxdn(i,j) 
                
       
                  dedx(i,j)=dydn(i,j)/jj(i,j) 
                  dndx(i,j)=-dyde(i,j)/jj(i,j) 
 
                  dedy(i,j)=-dxdn(i,j)/jj(i,j) 
                  dndy(i,j)=dxde(i,j)/jj(i,j) 
       
            end do 
      end do 
      !$omp end do 
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do j=2,jmax !円柱表面では格子点がないため，半径方向は片側差分で計算する 
       
      i=1 
      dxde(i,j)=x(i+1,j)-x(i,j) 
      dxdn(i,j)=0.5d0*(x(i,j+1)-x(i,j-1)) 
       
      dyde(i,j)=y(i+1,j)-y(i,j) 
      dydn(i,j)=0.5d0*(y(i,j+1)-y(i,j-1)) 
       
      jj(i,j)=dxde(i,j)*dydn(i,j)-dyde(i,j)*dxdn(i,j) 
                
       
      dedx(i,j)=dydn(i,j)/jj(i,j) 
      dndx(i,j)=-dyde(i,j)/jj(i,j) 
 
      dedy(i,j)=-dxdn(i,j)/jj(i,j) 
      dndy(i,j)=dxde(i,j)/jj(i,j) 
       
       
end do 
 
do j=2,jmax-1 !すべり条件で用いる円柱表面接線と水平方向の成す角を計算する 
      i=1 
     sita(j)=datan((y(i,j+1)-y(i,j-1))/(x(i,j+1)-x(i,j-1))) 
end do 
       
j=jmax  
i=1 
sita(j)=datan((y(i,2)-y(i,j-1))/(x(i,2)-x(i,j-1))) 
       
!$omp end parallel 
       
end subroutine metrix 
subroutine input 
use variables  !module variables を使用する宣言 
!$use omp_lib  !OpenMP を使用する宣言 
implicit none  !暗黙の型宣言を行わない宣言 
       
call spead2d2q9  !この時点ですでに metrix を計算しておく 
      
do j=1,jmax 
      do i=1,imax 
       
            u(i,j)=u0 
            v(i,j)=v0 
            rou(i,j)=rou0 
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            p(i,j)=p0 
             
      end do 
end do 
       
       
end subroutine input 
subroutine spead2d2q9 
use variables  !module variables を使用する宣言 
!$use omp_lib  !OpenMP を使用する宣言 
implicit none  !暗黙の型宣言を行わない宣言 
       
coss1(1)=1d0*cspeed   !デカルト座標系における離散粒子速度の入力 
coss1(2)=0d0*cspeed 
coss1(3)=-1d0*cspeed 
coss1(4)=0d0*cspeed 
       
sinn1(1)=0.0d0*cspeed 
sinn1(2)=1d0*cspeed 
sinn1(3)=0d0*cspeed 
sinn1(4)=-1d0*cspeed 
       
coss2(1)=1d0*cspeed 
coss2(2)=-1d0*cspeed 
coss2(3)=-1d0*cspeed 
coss2(4)=1d0*cspeed 
      
sinn2(1)=1d0*cspeed 
sinn2(2)=1d0*cspeed 
sinn2(3)=-1d0*cspeed 
sinn2(4)=-1d0*cspeed 
       
!$omp parallel num_threads(threads) 
      !$omp do schedule(static)            
      do j=2,jmax 
            do i=1,imax-1       
       
                  c1i(1,i,j)=(1d0*dedx(i,j) &   !3.4.4 節の(3.30)式をまとめた離散粒子速度の計算 
                        +0d0*dedy(i,j))*cspeed 
                       
                  c1j(1,i,j)=(1d0*dndx(i,j) & 
                        +0d0*dndy(i,j))*cspeed 
                       
                  c1i(2,i,j)=(0d0*dedx(i,j) & 
                        +1d0*dedy(i,j))*cspeed 
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                  c1j(2,i,j)=(0d0*dndx(i,j) & 
                        +1d0*dndy(i,j))*cspeed 
                       
                  c1i(3,i,j)=(-1d0*dedx(i,j) & 
                        +0d0*dedy(i,j))*cspeed 
                       
                  c1j(3,i,j)=(-1d0*dndx(i,j) & 
                        +0d0*dndy(i,j))*cspeed 
                       
                  c1i(4,i,j)=(0d0*dedx(i,j) & 
                        -1d0*dedy(i,j))*cspeed 
                       
                  c1j(4,i,j)=(0d0*dndx(i,j) & 
                        -1d0*dndy(i,j))*cspeed 
                       
                  c2i(1,i,j)=(1d0*dedx(i,j) & 
                        +1d0*dedy(i,j))*cspeed 
                      
                  c2j(1,i,j)=(1d0*dndx(i,j) & 
                        +1d0*dndy(i,j))*cspeed 
                       
                  c2i(2,i,j)=(-1d0*dedx(i,j) & 
                        +1d0*dedy(i,j))*cspeed 
                       
                  c2j(2,i,j)=(-1d0*dndx(i,j) & 
                        +1d0*dndy(i,j))*cspeed 
                       
                  c2i(3,i,j)=(-1d0*dedx(i,j) & 
                        -1d0*dedy(i,j))*cspeed 
                       
                  c2j(3,i,j)=(-1d0*dndx(i,j) & 
                        -1d0*dndy(i,j))*cspeed    
                       
                  c2i(4,i,j)=(1d0*dedx(i,j) & 
                        -1d0*dedy(i,j))*cspeed 
                       
                  c2j(4,i,j)=(1d0*dndx(i,j) & 
                        -1d0*dndy(i,j))*cspeed   
       
            end do 
      end do 
      !$omp end do 
             
!$omp end parallel 
       
end subroutine spead2d2q9 
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次に時間発展時に実行するサブルーチンを示す． boundary,initial2, 
convection2fifth,initial22,convection2fifth1,macroscopic2d2q9 はそれぞれ境
界条件の入力，𝑡 = 𝑡𝑛での平衡分布関数の計算，𝑡 = 𝑡𝑛での 5 次精度風上差分法
の計算，予測段階での平衡分布関数の計算，予測段階での 5 次精度風上差分法
の計算，マクロ量の計算をそれぞれ実行する．時間発展中にはできるだけ計算
を高速化するため OpenMP 指示文を多く使用している． 
subroutine boundary 
use variables  !module variables を使用する宣言 
!$ use omp_lib  !OpenMP を使用する宣言 
implicit none  !暗黙の型宣言を行わない宣言 
       
!$omp parallel num_threads(threads) 
      !$omp do schedule(static) 
      do j=2,jmax 
       
            i=0      !壁面境界外の外部領域について，すべり条件を課している． 
            rou(i,j)=rou(2,j)  !密度，圧力は鏡面境界条件 
            p(i,j)=rou(2,j)   !速度については式(3.48-49) 
            u(i,j)=u(2,j)*cos(sita(j))**2d0+2d0*v(2,j)*sin(sita(j))*cos(sita(j)) & 
                        -u(2,j)*sin(sita(j))**2d0 
            v(i,j)=v(2,j)*sin(sita(j))**2d0+2d0*u(2,j)*sin(sita(j))*cos(sita(j)) & 
                        -v(2,j)*cos(sita(j))**2d0 
       
            i=imax      !スポンジ領域の境界条件は音波が減衰していることを想定して 
            rou(i,j)=rou0 !初期条件と同じ条件を与えた 
            p(i,j)=p0 
            u(i,j)=u0 
            v(i,j)=v0 
       
            i=imax+1       
            rou(i,j)=rou0 
            p(i,j)=p0 
            u(i,j)=u0 
            v(i,j)=v0 
 
      end do 
      !$omp end do 
       
      !$omp do schedule(static) 
      do i=1,imax 
            j=1      !j=1，j=0，j=-1，j=jmax+1，j=jmax+2，j=jmax+3 は周方向に 
            rou(i,j)=rou(i,jmax) ! 5 次精度風上差分法を実行するためののりしろ部分である． 
            p(i,j)=rou(i,j) 
            u(i,j)=u(i,jmax) 
            v(i,j)=v(i,jmax) 
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            j=0 
            p(i,j)=rou(i,jmax-1) 
            rou(i,j)=rou(i,jmax-1) 
            u(i,j)=u(i,jmax-1) 
            v(i,j)=v(i,jmax-1) 
 
            j=-1 
            p(i,j)=rou(i,jmax-2) 
            rou(i,j)=rou(i,jmax-2) 
            u(i,j)=u(i,jmax-2) 
            v(i,j)=v(i,jmax-2) 
       
            j=jmax+1 
            p(i,j)=rou(i,2) 
            rou(i,j)=rou(i,2)  
            u(i,j)=u(i,2)  
            v(i,j)=v(i,2)  
       
            j=jmax+2 
            p(i,j)=rou(i,3)  
            rou(i,j)=rou(i,3) 
            u(i,j)=u(i,3)  
            v(i,j)=v(i,3)  
       
            j=jmax+3 
            p(i,j)=rou(i,4)  
            rou(i,j)=rou(i,4)  
            u(i,j)=u(i,4) 
            v(i,j)=v(i,4)  
       
      end do 
      !$omp end do 
             
!$omp end parallel 
       
       
end subroutine boundary 
subroutine initial2 
use variables  !module variables を使用する宣言 
!$ use omp_lib  !OpenMP を使用する宣言 
implicit none  !暗黙の型宣言を行わない宣言 
double precision fcalcu1d2q9,fcalcu2d2q9 
       
!$omp parallel num_threads(threads) 
      !$omp do schedule(static) 
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      do j=2,jmax 
            do i=2,imax-1 
            !粘性応力のための速度微分の計算 
                 dudx(i,j)=0.5d0*dedx(i,j)*(u(i+1,j)-u(i-1,j))+0.5d0*dndx(i,j)*(u(i,j+1)-u(i,j-1)) 
                 dvdx(i,j)=0.5d0*dedx(i,j)*(v(i+1,j)-v(i-1,j))+0.5d0*dndx(i,j)*(v(i,j+1)-v(i,j-1)) 
       
                  dudy(i,j)=0.5d0*dedy(i,j)*(u(i+1,j)-u(i-1,j))+0.5d0*dndy(i,j)*(u(i,j+1)-u(i,j-1)) 
                  dvdy(i,j)=0.5d0*dedy(i,j)*(v(i+1,j)-v(i-1,j))+0.5d0*dndy(i,j)*(v(i,j+1)-v(i,j-1)) 
             
            end do 
      end do 
      !$omp end do  
       
       
      !$omp do schedule(static) 
      do j=2,jmax 
            do i=0,imax       
       
                  pp(1,i,j)=-myu*(4d0*dudx(i,j)-2d0*dvdy(i,j))/3d0 !応力テンソルの計算 
                  pp(2,i,j)=-myu*(dudy(i,j)+dvdx(i,j))  !pp(2,i,j)は粘性応力テンソルの非対角成分 
                  pp(3,i,j)=-myu*(4d0*dvdy(i,j)-2d0*dudx(i,j))/3d0 
 
                  fa0(i,j)=4d0*rou(i,j)*(1d0-0.5d0*(u(i,j)**2d0 & !静止粒子の平衡分布関数 
                              +v(i,j)**2d0+pp(1,i,j)/rou(i,j)+pp(3,i,j)/rou(i,j))/cs**2d0)/9d0 
                  fb0(i,j)=4d0*rou(i,j)*(1d0-0.5d0*(u(i,j)**2d0 &  
                              +v(i,j)**2d0+pp(1,i,j)/rou(i,j)+pp(3,i,j)/rou(i,j))/cs**2d0)/9d0 
          !予測段階の平衡分布関数 fb にあらかじめ境界条件を入力して置く 
             
                  do n=1,4 
                 !静止粒子を除く 8 つの粒子に対する平衡分布関数の計算 
                        fa1(n,i,j)=fcalcu1d2q9(coss1(n),sinn1(n),rou(i,j),u(i,j),v(i,j),pp(:,i,j),cs) 
                        fa2(n,i,j)=fcalcu2d2q9(coss2(n),sinn2(n),rou(i,j),u(i,j),v(i,j),pp(:,i,j),cs) 
             
                        fb1(n,i,j)=fcalcu1d2q9(coss1(n),sinn1(n),rou(i,j),u(i,j),v(i,j),pp(:,i,j),cs) 
                        fb2(n,i,j)=fcalcu2d2q9(coss2(n),sinn2(n),rou(i,j),u(i,j),v(i,j),pp(:,i,j),cs) 
             
                  end do 
       
            end do 
      end do 
      !$omp end do  
       
      !$omp do schedule(static)  !のりしろ部分に代入 
      do i=0,imax 
            do n=1,4 
                  j=1 
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                  fa1(n,i,j)=fa1(n,i,jmax) 
                  fa2(n,i,j)=fa2(n,i,jmax) 
 
                  fb1(n,i,j)=fb1(n,i,jmax) 
                  fb2(n,i,j)=fb2(n,i,jmax) 
       
            end do 
      end do 
      !$omp end do  
       
      !$omp do schedule(static) 
      do i=0,imax 
            do n=1,4 
                  j=0 
       
                  fa1(n,i,j)=fa1(n,i,jmax-1) 
                  fa2(n,i,j)=fa2(n,i,jmax-1) 
 
                  fb1(n,i,j)=fb1(n,i,jmax-1) 
                  fb2(n,i,j)=fb2(n,i,jmax-1) 
       
            end do 
      end do 
      !$omp end do  
 
      !$omp do schedule(static) 
      do i=0,imax 
            do n=1,4 
                  j=-1 
       
                  fa1(n,i,j)=fa1(n,i,jmax-2) 
                  fa2(n,i,j)=fa2(n,i,jmax-2) 
 
                  fb1(n,i,j)=fb1(n,i,jmax-2) 
                  fb2(n,i,j)=fb2(n,i,jmax-2) 
       
            end do 
      end do 
      !$omp end do 
     
      !$omp do schedule(static) 
      do i=0,imax 
            do n=1,4 
                  j=jmax+1 
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                  fa1(n,i,j)=fa1(n,i,2) 
                  fa2(n,i,j)=fa2(n,i,2) 
 
                  fb1(n,i,j)=fb1(n,i,2) 
                  fb2(n,i,j)=fb2(n,i,2) 
       
            end do 
      end do 
      !$omp end do  
       
       
      !$omp do schedule(static) 
      do i=0,imax 
            do n=1,4 
                  j=jmax+2 
                  fa1(n,i,j)=fa1(n,i,3) 
                  fa2(n,i,j)=fa2(n,i,3) 
       
                  fb1(n,i,j)=fb1(n,i,3) 
                  fb2(n,i,j)=fb2(n,i,3) 
 
            end do 
      end do 
      !$omp end do  
       
             
      !$omp do schedule(static) 
      do i=0,imax 
            do n=1,4 
                  j=jmax+3 
                  fa1(n,i,j)=fa1(n,i,4) 
                  fa2(n,i,j)=fa2(n,i,4) 
       
                  fb1(n,i,j)=fb1(n,i,4) 
                  fb2(n,i,j)=fb2(n,i,4) 
 
            end do 
       end do 
      !$omp end do  
         
!$omp end parallel 
      
end subroutine initial2 
subroutine convection2fifth 
use variables  !module variables を使用する宣言 
!$ use omp_lib  !OpenMP を使用する宣言 
- 183 - 
 
implicit none  !暗黙の型宣言を行わない宣言 
double precision dfdxthird,dfdxfifth,dfdxfirst,rfunction 
       
if(float(t)*dt.lt. 16d0*2d0*pi/omega)then  !(3.45)式の ramp 関数の計算 
       
rfunction=sin(0.5d0*pi*float(t)*dt/(16d0*2d0*pi/omega))**2d0 
                          
else 
       
      rfunction=1d0 
       
end if 
 
!$omp parallel num_threads(threads) 
       
      !$omp do schedule(static) 
      do j=2,jmax 
            do i=0,imax       
           !外力項(音源)(3.44)を台形則で計算したものに ramp 関数をかけている． 
                  force(i,j)=0.5d0*exp(-log(2d0)*(((x(i,j)-rr)**2d0+(y(i,j))**2d0)/(range**2d0))) & 
                              *(-sin(omega*(float(t))*dt)-sin(omega*(float(t)+1d0)*dt)) & 
                              *rfunction*dt  
        
         !force を基に外力の分布関数(3.55)の計算 
                  h0(i,j)=4d0*rou0*force(i,j)/9d0 
             
                  do n=1,4 
             
                        h1(n,i,j)=rou0*force(i,j)/9d0 
                        h2(n,i,j)=rou0*force(i,j)/36d0 
             
                  end do 
            end do 
      end do 
      !$omp end do  
 
      !$omp do schedule(static) !修正オイラー法の 1 段階目 
      do j=2,jmax      !5 次精度風上差分法の計算 
            do i=3,imax-3  !外力の分布関数にはすでに dt がかかっている 
       
                  fb0(i,j)=fa0(i,j)+h0(i,j) 
       
                  do n=1,4 
     
                        fb1(n,i,j)=fa1(n,i,j)-dt*( & 
 dfdxfifth(fa1(n,i-3,j),fa1(n,i-2,j),fa1(n,i-1,j) & 
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                                    ,fa1(n,i,j),fa1(n,i+1,j),fa1(n,i+2,j),fa1(n,i+3,j),c1i(n,i,j)) & 
                            +dfdxfifth(fa1(n,i,j-3),fa1(n,i,j-2),fa1(n,i,j-1) & 
                                     ,fa1(n,i,j),fa1(n,i,j+1),fa1(n,i,j+2),fa1(n,i,j+3),c1j(n,i,j)))& 
+h1(n,i,j) 
                                  
                        fb2(n,i,j)=fa2(n,i,j)-dt*( & 
dfdxfifth(fa2(n,i-3,j),fa2(n,i-2,j),fa2(n,i-1,j) & 
                                    ,fa2(n,i,j),fa2(n,i+1,j),fa2(n,i+2,j),fa2(n,i+3,j),c2i(n,i,j)) & 
                            +dfdxfifth(fa2(n,i,j-3),fa2(n,i,j-2),fa2(n,i,j-1) & 
                                     ,fa2(n,i,j),fa2(n,i,j+1),fa2(n,i,j+2),fa2(n,i,j+3),c2j(n,i,j)))& 
 +h2(n,i,j) 
                                  
     
                  end do 
            end do 
      end do 
      !$omp end do 
       
       
      !$omp do schedule(static) 
      do j=2,jmax         !壁面境界から一つ手前の点では 3 次精度風上差分法を計算する 
            do i=2,imax-2,imax-4 
       
                  fb0(i,j)=fa0(i,j)+h0(i,j) 
       
                  do n=1,4 
       
                        fb1(n,i,j)=fa1(n,i,j)-dt*( & 
dfdxthird(fa1(n,i-2,j),fa1(n,i-1,j),fa1(n,i,j) & 
                                    ,fa1(n,i+1,j),fa1(n,i+2,j),c1i(n,i,j)) & 
                              +dfdxthird(fa1(n,i,j-2),fa1(n,i,j-1),fa1(n,i,j) & 
                                    ,fa1(n,i,j+1),fa1(n,i,j+2),c1j(n,i,j))) & 
+h1(n,i,j) 
                                  
                        fb2(n,i,j)=fa2(n,i,j)-dt*( & 
dfdxthird(fa2(n,i-2,j),fa2(n,i-1,j),fa2(n,i,j) & 
                                    ,fa2(n,i+1,j),fa2(n,i+2,j),c2i(n,i,j)) & 
                              +dfdxthird(fa2(n,i,j-2),fa2(n,i,j-1),fa2(n,i,j) & 
                                    ,fa2(n,i,j+1),fa2(n,i,j+2),c2j(n,i,j))) & 
+h2(n,i,j) 
       
                  end do 
            end do 
end do 
!$omp end do 
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!$omp do schedule(static) 
do j=2,jmax      !壁面境界上では 1 次風上差分法を計算する 
            do i=1,imax-1,imax-2 
       
                  fb0(i,j)=fa0(i,j)+h0(i,j) 
       
                  do n=1,4 
       
                        fb1(n,i,j)=fa1(n,i,j)-dt*( & 
dfdxfirst(fa1(n,i-1,j),fa1(n,i,j),fa1(n,i+1,j),c1i(n,i,j)) & 
                              +dfdxfirst(fa1(n,i,j-1),fa1(n,i,j),fa1(n,i,j+1),c1j(n,i,j))) & 
+h1(n,i,j) 
                                  
                        fb2(n,i,j)=fa2(n,i,j)-dt*( & 
dfdxfirst(fa2(n,i-1,j),fa2(n,i,j),fa2(n,i+1,j),c2i(n,i,j)) & 
                              +dfdxfirst(fa2(n,i,j-1),fa2(n,i,j),fa2(n,i,j+1),c2j(n,i,j))) & 
+h2(n,i,j) 
                                           
                  end do                            
            end do 
end do 
!$omp end do 
       
       
!$omp end parallel 
       
end subroutine convection2fifth 
subroutine initial22   
use variables  !module variables を使用する宣言 
!$ use omp_lib  !OpenMP を使用する宣言 
implicit none  !暗黙の型宣言を行わない宣言 
double precision fcalcu1d2q9,fcalcu2d2q9 
       
!予測段階の平衡分布関数 fb の計算をするが，initial2 とほぼ同様 
!のりしろ部分の代入は convection2fifth1 で行う 
!$omp parallel num_threads(threads) 
      
      !$omp do schedule(static) 
      do j=2,jmax 
            do i=2,imax-1 
       
                  dudx(i,j)=0.5d0*dedx(i,j)*(u(i+1,j)-u(i-1,j))+0.5d0*dndx(i,j)*(u(i,j+1)-u(i,j-1)) 
                  dvdx(i,j)=0.5d0*dedx(i,j)*(v(i+1,j)-v(i-1,j))+0.5d0*dndx(i,j)*(v(i,j+1)-v(i,j-1)) 
       
                  dudy(i,j)=0.5d0*dedy(i,j)*(u(i+1,j)-u(i-1,j))+0.5d0*dndy(i,j)*(u(i,j+1)-u(i,j-1)) 
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                  dvdy(i,j)=0.5d0*dedy(i,j)*(v(i+1,j)-v(i-1,j))+0.5d0*dndy(i,j)*(v(i,j+1)-v(i,j-1)) 
 
            end do 
      end do 
      !$omp end do  
       
       
      !$omp do schedule(static) 
      do j=2,jmax 
            do i=1,imax-1       
             
                  pp(1,i,j)=-myu*(4d0*dudx(i,j)-2d0*dvdy(i,j))/3d0 
                  pp(2,i,j)=-myu*(dudy(i,j)+dvdx(i,j)) 
                  pp(3,i,j)=-myu*(4d0*dvdy(i,j)-2d0*dudx(i,j))/3d0 
 
                  fb0(i,j)=4d0*rou(i,j)*(1d0-0.5d0*(u(i,j)**2d0 & 
                              +v(i,j)**2d0+pp(1,i,j)/rou(i,j)+pp(3,i,j)/rou(i,j))/cs**2d0)/9d0 
 
             
                  do n=1,4 
             
                        fb1(n,i,j)=fcalcu1d2q9(coss1(n),sinn1(n),rou(i,j),u(i,j),v(i,j),pp(:,i,j),cs) 
                        fb2(n,i,j)=fcalcu2d2q9(coss2(n),sinn2(n),rou(i,j),u(i,j),v(i,j),pp(:,i,j),cs) 
             
                  end do 
       
            end do 
      end do 
      !$omp end do 
              
!$omp end parallel 
       
end subroutine initial22 
subroutine convection2fifth1 
use variables  !module variables を使用する宣言 
!$ use omp_lib  !OpenMP を使用する宣言 
implicit none  !暗黙の型宣言を行わない宣言 
double precision dfdxthird,dfdxfifth,dfdxfirst,rfunction 
       
!$omp parallel num_threads(threads) 
      !$omp do schedule(static) 
      do i=0,imax    !のりしろ部分の代入 
            do n=1,4 
                  j=1 
                  fb1(n,i,j)=fb1(n,i,jmax) 
                  fb2(n,i,j)=fb2(n,i,jmax) 
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            end do 
      end do 
      !$omp end do  
       
      !$omp do schedule(static) 
      do i=0,imax 
            do n=1,4 
                  j=0 
                  fb1(n,i,j)=fb1(n,i,jmax-1) 
                  fb2(n,i,j)=fb2(n,i,jmax-1) 
       
            end do 
      end do 
      !$omp end do  
 
      !$omp do schedule(static) 
      do i=0,imax 
            do n=1,4 
                  j=-1 
                  fb1(n,i,j)=fb1(n,i,jmax-2) 
                  fb2(n,i,j)=fb2(n,i,jmax-2) 
       
            end do 
      end do 
      !$omp end do      
            
      !$omp do schedule(static) 
      do i=0,imax 
            do n=1,4 
                  j=jmax+1 
                  fb1(n,i,j)=fb1(n,i,2) 
                  fb2(n,i,j)=fb2(n,i,2) 
       
            end do 
      end do 
      !$omp end do  
       
      !$omp do schedule(static) 
      do i=0,imax 
            do n=1,4 
                  j=jmax+2 
                  fb1(n,i,j)=fb1(n,i,3) 
                  fb2(n,i,j)=fb2(n,i,3) 
 
            end do 
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      end do 
      !$omp end do 
             
      !$omp do schedule(static) 
            do i=1,imax-1 
                  do n=1,4 
                        j=jmax+3   
                        fb1(n,i,j)=fb1(n,i,4) 
                        fb2(n,i,j)=fb2(n,i,4) 
 
                  end do 
            end do 
      !$omp end do  
 
      !$omp do schedule(static)    !修正オイラー法の 2 段階目の計算 
      do j=2,jmax      
            do i=3,imax-3 
       
                  fc0(i,j)=fa0(i,j)+h0(i,j) 
       
                  do n=1,4 
       
                        fc1(n,i,j)=fa1(n,i,j)-0.5d0*dt*( & 
                               dfdxfifth(fa1(n,i-3,j),fa1(n,i-2,j),fa1(n,i-1,j) & 
                                    ,fa1(n,i,j),fa1(n,i+1,j),fa1(n,i+2,j),fa1(n,i+3,j),c1i(n,i,j)) & 
                              +dfdxfifth(fa1(n,i,j-3),fa1(n,i,j-2),fa1(n,i,j-1) & 
                                    ,fa1(n,i,j),fa1(n,i,j+1),fa1(n,i,j+2),fa1(n,i,j+3),c1j(n,i,j)) & 
                              +dfdxfifth(fb1(n,i-3,j),fb1(n,i-2,j),fb1(n,i-1,j) & 
                                    ,fb1(n,i,j),fb1(n,i+1,j),fb1(n,i+2,j),fb1(n,i+3,j),c1i(n,i,j))& 
                              +dfdxfifth(fb1(n,i,j-3),fb1(n,i,j-2),fb1(n,i,j-1) & 
                                    ,fb1(n,i,j),fb1(n,i,j+1),fb1(n,i,j+2),fb1(n,i,j+3),c1j(n,i,j)))& 
                              +h1(n,i,j) 
                                 
                                  
                        fc2(n,i,j)=fa2(n,i,j)-0.5d0*dt*( & 
                               dfdxfifth(fa2(n,i-3,j),fa2(n,i-2,j),fa2(n,i-1,j) & 
                                    ,fa2(n,i,j),fa2(n,i+1,j),fa2(n,i+2,j),fa2(n,i+3,j),c2i(n,i,j)) & 
                              +dfdxfifth(fa2(n,i,j-3),fa2(n,i,j-2),fa2(n,i,j-1) & 
                                    ,fa2(n,i,j),fa2(n,i,j+1),fa2(n,i,j+2),fa2(n,i,j+3),c2j(n,i,j)) &  
                              +dfdxfifth(fb2(n,i-3,j),fb2(n,i-2,j),fb2(n,i-1,j) & 
                                    ,fb2(n,i,j),fb2(n,i+1,j),fb2(n,i+2,j),fb2(n,i+3,j),c2i(n,i,j)) & 
                              +dfdxfifth(fb2(n,i,j-3),fb2(n,i,j-2),fb2(n,i,j-1) & 
                                    ,fb2(n,i,j),fb2(n,i,j+1),fb2(n,i,j+2),fb2(n,i,j+3),c2j(n,i,j)))& 
                              +h2(n,i,j) 
                            
                  end do 
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            end do 
      end do 
      !$omp end do 
       
       
      !$omp do schedule(static) 
      do j=2,jmax 
            do i=2,imax-2,imax-4 
       
                  fc0(i,j)=fa0(i,j)+h0(i,j) 
       
                  do n=1,4 
       
                        fc1(n,i,j)=fa1(n,i,j)-0.5d0*dt*( & 
                               dfdxthird(fa1(n,i-2,j),fa1(n,i-1,j),fa1(n,i,j), & 
fa1(n,i+1,j),fa1(n,i+2,j),c1i(n,i,j)) & 
                              +dfdxthird(fa1(n,i,j-2),fa1(n,i,j-1),fa1(n,i,j), & 
fa1(n,i,j+1),fa1(n,i,j+2),c1j(n,i,j)) & 
                              +dfdxthird(fb1(n,i-2,j),fb1(n,i-1,j),fb1(n,i,j), 
fb1(n,i+1,j),fb1(n,i+2,j),c1i(n,i,j)) & 
                              +dfdxthird(fb1(n,i,j-2),fb1(n,i,j-1),fb1(n,i,j), & 
fb1(n,i,j+1),fb1(n,i,j+2),c1j(n,i,j)))& 
                                     +h1(n,i,j) 
                                  
                        fc2(n,i,j)=fa2(n,i,j)-0.5d0*dt*( & 
                               dfdxthird(fa2(n,i-2,j),fa2(n,i-1,j),fa2(n,i,j), & 
fa2(n,i+1,j),fa2(n,i+2,j),c2i(n,i,j)) & 
                              +dfdxthird(fa2(n,i,j-2),fa2(n,i,j-1),fa2(n,i,j), & 
fa2(n,i,j+1),fa2(n,i,j+2),c2j(n,i,j)) &  
                              +dfdxthird(fb2(n,i-2,j),fb2(n,i-1,j),fb2(n,i,j), & 
fb2(n,i+1,j),fb2(n,i+2,j),c2i(n,i,j)) & 
                              +dfdxthird(fb2(n,i,j-2),fb2(n,i,j-1),fb2(n,i,j), & 
fb2(n,i,j+1),fb2(n,i,j+2),c2j(n,i,j)))&  
                              +h2(n,i,j) 
                                
                  end do 
            end do 
      end do 
      !$omp end do 
       
       
      !$omp do schedule(static) 
      do j=2,jmax 
            do i=1,imax-1,imax-2 
       
                  fc0(i,j)=fa0(i,j)+h0(i,j) 
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                  do n=1,4 
       
                        fc1(n,i,j)=fa1(n,i,j)-0.5d0*dt*( & 
                                     dfdxfirst(fa1(n,i-1,j),fa1(n,i,j),fa1(n,i+1,j),c1i(n,i,j)) & 
                                    +dfdxfirst(fa1(n,i,j-1),fa1(n,i,j),fa1(n,i,j+1),c1j(n,i,j)) &  
                                    +dfdxfirst(fb1(n,i-1,j),fb1(n,i,j),fb1(n,i+1,j),c1i(n,i,j)) & 
                                    +dfdxfirst(fb1(n,i,j-1),fb1(n,i,j),fb1(n,i,j+1),c1j(n,i,j)))& 
                                    +h1(n,i,j) 
                                  
                        fc2(n,i,j)=fa2(n,i,j)-0.5d0*dt*( & 
                                     dfdxfirst(fa2(n,i-1,j),fa2(n,i,j),fa2(n,i+1,j),c2i(n,i,j)) & 
                                    +dfdxfirst(fa2(n,i,j-1),fa2(n,i,j),fa2(n,i,j+1),c2j(n,i,j)) & 
                                    +dfdxfirst(fb2(n,i-1,j),fb2(n,i,j),fb2(n,i+1,j),c2i(n,i,j)) & 
                                    +dfdxfirst(fb2(n,i,j-1),fb2(n,i,j),fb2(n,i,j+1),c2j(n,i,j)))& 
                                    +h2(n,i,j) 
                                                        
                  end do                            
            end do 
      end do 
      !$omp end do 
 
      !$omp do schedule(static)  !後述するマクロ量の計算に用いる関数を fb で定義しているため 
      do j=2,jmax        !fc を fb に代入している． 
            do i=1,imax-1 
       
                  fb0(i,j)=fc0(i,j) 
       
                  do n=1,4 
      
                        fb1(n,i,j)=fc1(n,i,j) 
                        fb2(n,i,j)=fc2(n,i,j) 
       
                  end do 
            end do                            
      end do 
      !$omp end do 
       
!$omp end parallel 
       
end subroutine convection2fifth1 
subroutine macroscopic2d2q9 
use variables  !module variables を使用する宣言 
!$ use omp_lib  !OpenMP を使用する宣言 
implicit none  !暗黙の型宣言を行わない宣言 
double precision roucalcu2d2q9,ucalcu2d2q9,vcalcu2d2q9 
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!$omp parallel num_threads(threads) 
      !$omp do schedule(static) 
      do j=2,jmax 
            do i=1,imax-1 
            !マクロ量の計算 
                  rou(i,j)=roucalcu2d2q9(fb0(i,j),fb1(:,i,j),fb2(:,i,j)) 
                  u(i,j)=ucalcu2d2q9(fb0(i,j),fb1(:,i,j),fb2(:,i,j),rou(i,j),cspeed) 
                  v(i,j)=vcalcu2d2q9(fb0(i,j),fb1(:,i,j),fb2(:,i,j),rou(i,j),cspeed) 
                  p(i,j)=rou(i,j) 
       
            end do 
      end do 
      !$omp end do 
 
      !$omp do schedule(static) !j=1 は j=jmax は同一格子点なので差分計算を行わずに代入 
      do i=1,imax  
              
            j=1 
            rou(i,j)=rou(i,jmax) 
            u(i,j)=u(i,jmax) 
            v(i,j)=v(i,jmax) 
            p(i,j)=rou(i,jmax) 
                   
      end do 
      !$omp end do 
       
!$omp end parallel 
       
end subroutine macroscopic2d2q9 
 最後に，計算データを出力するサブルーチン output と平衡分布関数および風
上差分を計算する関数を示す． 
subroutine output 
use variables  !module variables を使用する宣言 
!$ use omp_lib  !OpenMP を使用する宣言 
implicit none   !暗黙の型宣言を行わない宣言 
real az(2)    ! FLscope 用の変数．別の可視化ソフトがある場合は気にしなくよい 
       
az(1)=real(0) 
az(2)=real(0) 
       
open(20,file='fort.20',form='unformatted',position='append')  !FLscope 用の可視化データ 
open(30,file='fort1.20',form='unformatted',position='append')  !FLscope 用の可視化データ 
open(40,file='fort2.20',form='unformatted',position='append')  !FLscope 用の可視化データ 
open(100,file='power.txt')  !2 乗平均圧力および放射音強度 
open(200,file='variables1.txt') !計算続行用マクロ量の保存データ(セーブデータ) 
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open(300,file='variables2.txt')  !計算続行用マクロ量の保存データ(セーブデータ) 
      
       
!$omp parallel num_threads(threads) 
      !$omp sections 
            !$omp section 
                  write(20)t*dt 
                  write(20)0. 
                  write(20)(((real(u(i,j)),i=1,imax),j=1,jmax),k=1,2) 
                  write(20)(((real(v(i,j)),i=1,imax),j=1,jmax),k=1,2) 
                  write(20)(((real(az(k)),i=1,imax),j=1,jmax),k=1,2) 
                  close(20)     
       
            !$omp section 
                  write(30)t*dt 
                  write(30)0. 
                  write(30)(((real(p(i,j)-p0),i=1,imax),j=1,jmax),k=1,2) 
                  write(30)(((real(force(i,j)),i=1,imax),j=1,jmax),k=1,2) 
   
            !$omp section 
                  write(40)t*dt 
                  write(40)0. 
                  write(40)(((real(rou(i,j)-rou0),i=1,imax),j=1,jmax),k=1,2) 
       
            !$omp section 
                  write(100,*)t*dt,t 
       
                  do j=1,jmax 
                         
                        i=301  !r=5 におけるデータ 
                        write(100,*)i,float(j-1)/float(jmax-1)*360d0,real(pave(i,j)),real(5d0*pave(i,j))    
       
                  end do 
 
                  write(100,*) 
       
                  do j=1,jmax 
                         
                        i=1  !円柱表面のデータ 
                       write(100,*)i,float(j-1)/float(jmax-1)*360d0,real(pave(i,j)),real(0.5d0*pave(i,j))    
       
                  end do 
 
                  write(100,*) 
    
            !$omp section 
- 193 - 
 
                  do i=1,imax 
                        do j=1,jmax 
                               
                              write(200,*)i,j,real(rou(i,j)),real(u(i,j)),real(v(i,j)) 
                                     
                        end do 
                  end do 
 
            !$omp section 
                  do i=1,imax 
                        do j=1,jmax 
                               
                              write(300,*)i,j,real(p(i,j)),t 
                               
                        end do 
                  end do 
 
      !$omp end sections 
 
!$omp end parallel 
       
    
close(20) 
close(30) 
close(40) 
close(100) 
close(200) 
close(300) 
end subroutine output 
function fcalcu1d2q9(ci,cj,rou,u1,u2,pp,cs)   !m=1~4 の離散粒子の平衡分布関数(3.11) 
implicit none   !暗黙の型宣言を行わない宣言 
double precision rou,u1,u2,pp(3),fcalcu1d2q9,ci,cj,cs 
       
fcalcu1d2q9=rou*(1d0+(u1*ci+u2*cj)/cs**2d0 & 
                 +0.5d0*((u1**2d0+pp(1)/rou)*ci**2d0 & 
+(u2**2d0+pp(3)/rou)*cj**2d0+2d0*(u1*u2+pp(2)/rou)*ci*cj)/cs**4d0 & 
                 -0.5d0*(u1**2d0+u2**2d0+pp(1)/rou+pp(3)/rou)/cs**2d0)/9d0 
                   
return 
end function fcalcu1d2q9 
function fcalcu2d2q9(ci,cj,rou,u1,u2,pp,cs)   !m=5~8 の離散粒子の平衡分布関数(3.11) 
implicit none   !暗黙の型宣言を行わない宣言 
double precision rou,u1,u2,pp(3),temp,fcalcu2d2q9,ci,cj,cs 
       
fcalcu2d2q9=rou*(1d0+(u1*ci+u2*cj)/cs**2d0 & 
                 +0.5d0*((u1**2d0+pp(1)/rou)*ci**2d0 & 
- 194 - 
 
+(u2**2d0+pp(3)/rou)*cj**2d0+2d0*(u1*u2+pp(2)/rou)*ci*cj)/cs**4d0 & 
                 -0.5d0*(u1**2d0+u2**2d0+pp(1)/rou+pp(3)/rou)/cs**2d0)/36d0 
                   
return 
end function fcalcu2d2q9 
function roucalcu2d2q9(a,b,c)   !密度の計算(3.12) 
implicit none   !暗黙の型宣言を行わない宣言 
double precision a,b(4),c(4),d,e,roucalcu2d2q9 
            
roucalcu2d2q9=a+sum(b)+sum(c) 
       
return       
end function roucalcu2d2q9 
function ucalcu2d2q9(a,b,c,rou,cspeed)  !水平方向速度の計算(3.13) 
implicit none   !暗黙の型宣言を行わない宣言 
double precision a,b(4),c(4),rou,ucalcu2d2q9,cspeed 
       
ucalcu2d2q9=cspeed*(b(1)-b(3)+c(1)-c(2)-c(3)+c(4))/rou 
       
return 
end function ucalcu2d2q9￥ 
function vcalcu2d2q9(a,b,c,rou,cspeed)  !鉛直方向速度の計算(3.13) 
implicit none   !暗黙の型宣言を行わない宣言 
double precision a,b(4),c(4),rou,vcalcu2d2q9,cspeed 
       
vcalcu2d2q9=cspeed*(b(2)-b(4)+c(1)+c(2)-c(3)-c(4))/rou 
       
return 
end function vcalcu2d2q9 
function dfdxfirst(a,b,c,v)    !1 次風上差分法 
implicit none   !暗黙の型宣言を行わない宣言 
double precision a,b,c,d,e,v,dfdxfirst 
       
dfdxfirst=(v*(-a+c)-abs(v)*(a-2d0*b+c))*0.5d0 
 
return 
end function dfdxfirst 
function dfdxthird(a,b,c,d,e,v)   !3 次風上差分法 
implicit none   !暗黙の型宣言を行わない宣言 
double precision a,b,c,d,e,v,dfdxthird 
       
dfdxthird=(v*(a-8.0d0*b+8.0d0*d-e)+abs(v)*(a-4.0d0*(b+d)+6.0d0*c+e))/12.0d0 
      
return 
end function dfdxthird 
function dfdxfifth(a,b,c,d,e,f,g,v)   !5 次風上差分法 
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implicit none  !暗黙の型宣言を行わない宣言 
double precision a,b,c,d,e,f,g,v,dfdxfifth 
       
dfdxfifth=(v*(-a+9d0*b-45d0*c+45d0*e-9d0*f+g) & 
-0.5d0*abs(v)*(a-6.0d0*b+15d0*c-20d0*d+15d0*e-6d0*f+g))/60d0 
      
return 
end function dfdxfifth 
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付録 C 未計算の 3 次元自由分子型非熱流体 LBM 
 ここでは，時間の都合上，計算できなかった自由分子型非熱流体 3 次元モデ
ルを記しておく．自由分子型 D2Q9 は Qian らの D2Q9 のベース方程式の変更
と Chapman-Enskog 型関数の導入により構築された．その結果，ベンチマーク
計算でも非粘性計算が期待通りできることを第 3 章で示した．同様に Qian らの
3 次元モデルである D3Q15 に同様の変更を加えれば，自由分子型 D3Q15 を開
発可能であり，非粘性計算が問題なく出来る可能性が高い． 
 
C.1 D3Q15 
 自由分子型非熱流体 LBM を BGK 型 LBM である D3Q15 から新しく開発す
る．この節では基となる D3Q15 について紹介する．D3Q15 は第 1 章で述べた
高 Re 数流れに近づくほど時間ステップ幅を小さくしなければならないという
問題点を持ってはいるが，離散粒子の数が 15 個と比較的少なく，アルゴリズム
のシンプルさも相まって，よく使われるモデルである． 
 初めに D3Q15 が満たす直交座標系無次元 3 次元圧縮性 NS 方程式を示す． 
 𝜕𝜌∗
𝜕𝑡∗
+
𝜕𝜌∗𝑀𝑎𝑖
 
𝜕𝑥𝑖
∗ = 0, (𝐶. 1) 
 𝜕𝜌∗𝑀𝑎𝑖
𝜕𝑡∗
+
𝜕𝜌∗𝑀𝑎𝑖
 𝑀𝑎𝑗
 
𝜕𝑥𝑗
∗ +
𝜕𝑝∗
𝜕𝑥𝑖
∗ =
𝜕
𝜕𝑥𝑗
∗ [
1
𝑅𝑒𝑐
(
𝜕𝑀𝑎𝑖
 
𝜕𝑥𝑗
∗ +
𝜕𝑀𝑎𝑗
 
𝜕𝑥𝑖
∗ )], (C. 2) 
ここで，𝜌∗ = 𝜌/𝜌0 ,𝑝
∗ = 𝑝/𝜌0𝑐0
2，𝑥𝑖
∗ = 𝑥𝑖/𝐿0，𝑡
∗ = 𝑡𝑐0/𝐿0 , 𝑀𝑎 = 𝑢0/𝑐0および
𝑅𝑒𝑐 = 𝜌0𝑐0𝐿0/𝜇である．また，代表速度で無次元化したレイノルズ数𝑅𝑒 を音速
で無次元化したレイノルズ数𝑅𝑒𝑐で表すと，𝑅𝑒 = 𝑢0𝑅𝑒𝑐/𝑐0となる．非熱流体
LBM はエネルギー式を省いた圧縮性 NS 方程式になり，弱い圧縮性を表現でき
るが，完全な非圧縮性 NS 方程式ではない． 
差分法で解く D3Q15 で用いる運動学的方程式は離散 BGK 方程式と呼ばれる
以下の式である． 
 𝜕𝑓𝑚
∗
𝜕𝑡∗
+ 𝜉𝑖𝑚
∗ 𝜕𝑓𝑚
∗
𝜕𝑥𝑖
∗ = −
1
𝜏∗
(𝑓𝑚
∗ − 𝑓𝑚
(0)∗) (𝐶. 3) 
ここで，𝑓𝑚
∗，𝑓𝑚
(0)∗, 𝜉𝑖𝑚
∗ ,𝜏∗, 𝑚はそれぞれ，速度分布関数，局所平衡分布関数，離
散粒子速度，緩和時間係数，離散粒子の個数を表す．D3Q15 では離散粒子は 15
つである． 
 D3Q15 の無次元局所平衡分布関数は  
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𝑓𝑚
(0)∗ = 𝜌∗(𝐴𝑖 + 𝐵𝑖𝜉𝑖𝑚
∗ 𝑀𝑎𝑖
∗ + 𝐶𝑖𝜉𝑖𝑚
∗ 𝑀𝑎𝑖
∗𝜉𝑗𝑚
∗ 𝑀𝑎𝑗
∗ + 𝐷𝑖𝑀𝑎𝑘
2∗)  
(𝑖, 𝑗 = 1,2,3) 
(𝐶. 4) 
 
{
 
 
 
 
 
𝐴𝑖 =
1
23
,   𝐵𝑖 = 0,   𝐶𝑖 = 0,   𝐷𝑖 = −
7 ∗ 23
242
 (𝑖 = 1)
𝐴𝑖 =
1
23
,   𝐵𝑖 =
23
242
, 𝐶𝑖 =
23
32 ∗ 24
 ,   𝐷𝑖 = −
23
48 ∗ 24
 (𝑖 = 2~7)
𝐴𝑖 =
2
23
,   𝐵𝑖 =
23
12 ∗ 24
,   𝐶𝑖 =
23
16 ∗ 24
,   𝐷𝑖 = −
23
242
 (𝑖 = 8~15)
   
である．ここで，𝑓𝑚
(0)∗ = 𝑓𝑚
(0) /𝜌0，および𝜉𝑖𝑚
∗ = 𝜉𝑖𝑚
 /𝑐0である． 
離散速度分布は TableC.1 および Fig.C.1 に示す．次にマクロ量は 
 
𝜌∗ = ∑ 𝑓𝑚
∗
14
𝑚=0
 (𝐶. 5) 
 
𝜌∗𝑀𝑎𝑖
∗ = ∑ 𝑓𝑚
∗𝜉𝑖𝑚
∗
14
𝑚=0
 (𝐶. 6) 
と定義される．ここで，𝑓𝑚
 ∗ = 𝑓𝑚
  /𝜌0である．離散 BGK 方程式(C.3)において，
Chapman-Enskog 展開を実行すると，圧力と粘性係数に関して次の関係式が得
られる． 
 𝑝∗ = 𝜌∗𝑐0
∗2 (𝐶. 7) 
 1
𝑅𝑒𝑐
= 𝜏∗ (𝐶. 8) 
ここで，𝑐0
∗ = 𝑐0/𝑐0 = 1, 𝜏
∗ = 𝜏𝐿0/𝑐0であり，𝑅𝑒𝑐は音速に対するレイノルズ数で
ある． 
非圧縮性流体解析へと用いるには強い圧縮性効果が表れないように𝑀𝑎 ≤ 0.3程
度に小さくした方がよい． 
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Fig.C.1 discrete particle distribution for FMLBM D3Q15 
Table C.1 discrete velocity distribution for FMLBM D3Q15:cs=√24/23 
m 0 1 2 3 4 5 6 7 8 
ξ1m
∗   0 
2
c𝑠
 −
2
c𝑠
 0 0 0 -0 
1
c𝑠
 −
1
c𝑠
 
ξ2m
∗  
0 0 0 
2
c𝑠
 −
2
c𝑠
 0 0 
1
c𝑠
 
1
c𝑠
 
ξ3m
∗  
0 0 0 0 0 
2
c𝑠
 −
2
c𝑠
 
1
c𝑠
 
1
c𝑠
 
 
m 9 10 11 12 13 14 
ξ1m
∗   
1
c𝑠
 −
1
c𝑠
 
1
c𝑠
 −
1
c𝑠
 
1
c𝑠
 −
1
c𝑠
 
ξ2m
∗  −
1
c𝑠
 −
1
c𝑠
 
1
c𝑠
 
1
c𝑠
 −
1
c𝑠
 −
1
c𝑠
 
ξ3m
∗  
1
c𝑠
 
1
c𝑠
 −
1
c𝑠
 −
1
c𝑠
 −
1
c𝑠
 −
1
c𝑠
 
 
C.2 自由分子型 D3Q15 
 前節では D3Q15 を紹介した．これから D3Q15 を第 2 章の曽根の自由分子型
運動学的方程式の理論を基に自由分子型 LBM へと書き換えをしよう． 
まず，自由分子型 LBM で解く方程式は自由分子型方程式である． 
 𝜕𝑓𝑚
∗
𝜕𝑡∗
+ 𝜉𝑖
∗ 𝜕𝑓𝑚
∗
𝜕𝑥𝑖
∗ = 0 (𝐶. 9) 
(C.4)で示した局所平衡分布関数はマクスウェル・ボルツマン分布から導出さ
れたものであるので，この関数に粘性応力項を付加し，Chapman-Enskog 型の
平衡分布関数として新たに定義しよう． 
 粘性応力項を 
 
𝑃𝑖𝑗
′ ∗ = −
1
𝑅𝑒𝑐
(
𝜕𝑀𝑎𝑖
𝜕𝑥𝑗
∗ +
𝜕𝑀𝑎𝑗
𝜕𝑥𝑖
∗ −
2
3
𝜕𝑀𝑎𝑘
𝜕𝑥𝑘
∗ 𝛿𝑖𝑗) (𝐶. 10) 
として，(C.4)を次のように書き換える． 
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𝑓𝑚
(0)∗ = 𝜌∗(𝐴𝑖 + 𝐵𝑖𝜉𝑖𝑚
∗ 𝑀𝑎𝑖
∗ + 𝐶𝑖[𝑀𝑎𝑖𝑀𝑎𝑗 + 𝑃𝑖𝑗
′ ]𝜉𝑖𝑚
∗ 𝜉𝑗𝑚
∗ + 𝐷𝑖𝑀𝑎𝑘
2∗)  
(𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1,2,3) 
(𝐶. 11) 
 
{
 
 
 
 
 
𝐴𝑖 =
1
23
,   𝐵𝑖 = 0,   𝐶𝑖 = 0,   𝐷𝑖 = −
7 ∗ 23
242
 (𝑖 = 1)
𝐴𝑖 =
1
23
,   𝐵𝑖 =
23
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, 𝐶𝑖 =
23
32 ∗ 24
 ,   𝐷𝑖 = −
23
48 ∗ 24
 (𝑖 = 2~7)
𝐴𝑖 =
2
23
,   𝐵𝑖 =
23
12 ∗ 24
,   𝐶𝑖 =
23
16 ∗ 24
,   𝐷𝑖 = −
23
242
 (𝑖 = 8~15)
   
ここで，𝑓𝑚
𝑐∗ = 𝑓𝑚
𝑐  /𝜌0である． 
離散粒子速度は D3Q15 と同じもの(TableC.1,FigC.1)を使用する．𝑓𝑚
𝑐∗(C.11)は，
2.3 節より次のマクロ量とそのフラックスの定義を満たす． 
 
𝜌∗ = ∑ 𝑓𝑚
𝑐∗
14
𝑚=0
 (𝐶. 12) 
 
𝜌∗𝑀𝑎𝑖 = ∑ 𝑓𝑚
𝑐∗𝜉𝑖𝑚
∗
14
𝑚=0
 (𝐶. 13) 
 
𝜌𝑀𝑎𝑖𝑀𝑎𝑗 + 𝑝
∗𝛿𝑖𝑗 + 𝑃𝑖𝑗
′ ∗ = ∑ 𝑓𝑚
𝑐∗𝜉𝑖𝑚
∗ 𝜉𝑗𝑚
∗
14
𝑚=0
 (𝐶. 14) 
Chapman-Enskog型の平衡分布関数は積分操作だけで流体力学的方程式を導出
できるので，2.3 節を参考に計算すると次式を得る． 
 
𝜕𝜌∗
𝜕𝑡∗
+
𝜕𝜌∗𝑀𝑎𝑖
𝜕𝑥𝑖
∗ = 0, (𝐶. 15) 
 
𝜕𝜌∗𝑀𝑎𝑖
𝜕𝑡∗
+
𝜕𝜌∗𝑀𝑎𝑖𝑀𝑎𝑗
𝜕𝑥𝑗
∗ +
𝜕𝑝∗
𝜕𝑥𝑖
∗
=
𝜕
𝜕𝑥𝑗
∗ [
1
𝑅𝑒𝑐
(
𝜕𝑀𝑎𝑖
𝜕𝑥𝑗
∗ +
𝜕𝑀𝑎𝑗
𝜕𝑥𝑖
∗ −
2
3
𝜕𝑀𝑎𝑘
𝜕𝑥𝑘
∗ )] , 
(𝐶. 16) 
圧力と密度の関係式は，(3.7)同様であり， 
 𝑝∗ = 𝜌∗c0
∗2 (𝐶. 17) 
したがって，Chapman-Enskog 型の平衡分布関数の定義により，(C.5)式の𝑅𝑒cお
よび 𝑅𝑒 と𝜏
∗の関係式を必要としなくなった結果，(1.4)式の時間ステップの制約
を受けなくなり高 Re 数流れに置いて時間ステップを大きく取ることができる
はずであり，第 3 章で行った放射音などを 3 次元へ拡張した音波の 3 次元解析
に有効であると思われる． 
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